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Проводится сравнительный анализ изменения энтропии в различных моделях га
зодинамического разрыва, отделяющего конденсированную фазу от равновесного 
потока пара. Полученные результаты показывают существенную зависимость по
ведения энтропии от выбора модели и качественно согласуются с выводами, осно
ванными на иных предположениях. 

ENTROPY VARIATION ON EVAPORATION FRONT. 

V.I.Mazhukin, P.A.Prudkovskn, A.A.Samokhin 

The comparative analysis of the entropy variation is performed for the different models 
of gas-dynamics discontinuity, separating condense phase from equilibrium gas flow. The 
obtained results demonstrate the essential dependence of entropy behavior on choice of 
the model and qualitatively correlate with conclusions, based on other assumptions. 

При описании динамики неравновесных фазовых превращений первого ро
да в рамках теории сплошных сред возникает вопрос о граничных условиях 
на фронте перехода, устанавливающих связь между параметрами контак
тирующих фаз и мерой неравновесности (или интенсивности) фазового пре
вращения. В случае испарения такой мерой может служить число Маха М 
в потоке пара на внешней стороне газодинамического разрыва (кнудсенов-
ского слоя), отделяющего поверхность конденсированной среды от области 
установившегося газодинамического течения. 
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Подобная связь отличается от соответствующего соотношения на удар
ной волне (адиабате Гюгонио) тем, в частности, что состояние пара перед 
скачком на внутренней стороне кнудсеновского слоя является неравновесным 
и не может характеризоваться таким термодинамическим параметром, как 
температура. Поэтому в отличие от ударной волны здесь уже нельзя при по
лучении подобной связи ограничиваться законами сохранения потоков массы 
#i , импульса д2 и энергии д3 и необходимо в явном виде учитывать исходную 
неравновесность потока испаренного вещества. 

Обычно этот учет проводится на основе различных предположений о виде 
неравновесной функции распределения / на внутренней стороне кнудсенов
ского слоя, поскольку более строгое решение данной задачи является весьма 
трудоемким и до сих пор еще не получено с необходимой полнотой. При та
ком модельном подходе вопрос адекватности выбора конкретной формы / 
остается, как правило, открытым. 

В работе [1] было проанализировано несколько известных ранее [2,3] и 
новых [1] моделей с точки зрения общего характера поведения получаемых 
таким образом зависимостей плотности п (М) и температуры Т (М) во всем 
диапазоне изменения параметра М. Оказалось, что модели [1,2], имеющие 
экстремумы потоков д± при М — 1, дают близкие между собой результаты, 
которые в то же время заметно отличаются от данных модели [3], в которой 
положения экстремумов у потоков не совпадают с М — \. 

При сравнительном анализе адекватности выбора неравновесной функ
ции распределения / могут быть использованы также и другие критерии. В 
настоящей работе с этой целью рассматривается изменение энтропии в по
токе пара на фронте испарительного скачка, которое получается в моделях с 
различным выбором / . 

В соответствии с принципом, сформулированным И.Пригожиным [4] при 
определенных условиях стационарное неравновесное состояние может харак
теризоваться минимумом производства энтропии. Подобный принцип можно 
в некотором смысле рассматривать как обобщение на случай неравновесных 
процессов известного положения о максимальности энтропии для равновес
ных состояний, в которых ее производство обращается в нуль. 

Следует иметь в виду при этом, что такое обобщение по ряду причин не 
столь универсально, как его равновесный аналог, в частности, из-за необходи
мости определения для неравновесных процессов самого понятия энтропии и 
связанных с нею величин. Однако в рассматриваемом случае идеального газа 
и одночастичных функций распределения для энтропии, по-видимому, можно 
использовать обычное больцмановское определение (см., например, [5]): 

S=~kj j j v\n[f(v)}dv (1) 

где к - постоянная Больцмана. 
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В случае максвелловской функции распределения / = / 0 (г?;п,Т, и) из (1) 
получается следующее выражение для энтропии идеального газа 

S = кп (So + se) (2) 

где 

n = JJJ f(v)dv 

So = ^ + In 
/2жкТЛ3/2 l l 
у то J n 

= ln 
J, . 3/2 

TJ 

(3) 

(4) 

(5) 

( m \3/2 

f = fo(v;n,T,u) = n [ ^ f ) e x P то 
2&Г 

(«* + vl + (v, - uf) (6) 

В этих выражениях в явном виде введена нормировка на температуру Ts и 
концентрацию ns насыщенного пара и выделена постоянная часть энтропии 
So , которая не зависит от изменяющихся газовых параметров п и Т при 
фиксированных значениях ns и Ts . 

В отсутствие испарения, когда п = ns и Т = Ts , величина 5е обраща
ется в нуль. При числах Маха М / 0 на внешней стороне кнудсеновского 
слоя se ф 0, причем значение se будет различным для различных моделей, и 
это различие может быть использовано для сравнительного анализа моделей 
испарительного скачка. 

На внутренней стороне кнудсеновского слоя состояние газа при М > О 
является существенно неравновесным, и в этом случае вместо формулы (5) 
для отличия энтропии, приходящейся на одну частицу, от энтропии частиц 
So в равновесном случае необходимо использовать более общее исходное вы
ражение (1,2): 

S с s = Ьо 
кп 

(7) 

где функция распределения / , определяющая плотность энтропии 5, уже не 
обязательно является равновесной и имеет различный вид в разных моделях. 
Заметим, что s может обращаться в нуль не только в равновесии, когда 
/ = /о , но и в других случаях, например, для "полумаксвелловской" функции 
/ = 0 (±vz) /о (щ ns, Ts, 0), где 6(?J>) - единичная функция Хэвисайда. 
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В модели [3] функция распределения / задается в виде отдельных выра
жений / + и / " для положительной (направленной от поверхности) и отри
цательной величины нормальной компоненты скорости 

f+=e(vz)fo(v;ns,T„0) = f+ = 

( т \ 3 / 2 
= пЧад; ехр го (yl + v2

y + vf) 

2кТ, 
vz>0 (8) 

/(i) = ®(-vz)Pfo{v;n,T,u) = 

(9) 

где функция /о {щ п,Т,и) описывает равновесный поток пара со средней ско
ростью и — М ('укТ/гп) на внешней стороне кнудсеновского слоя, а взаи
мосвязь параметров п, Г, и (или М) и fi определяется из условий сохранения 
потоков массы, импульса и энергии на этом слое. 

Поскольку такая модель не обеспечивает экстремальности потоков при 
М = 1, то в предложенном нами в [1] варианте вместо (9) для обратного 
потока частиц используется выражение 

f(2) = Pfo{v;n,T,u) + (1 - / 3 ) / o ( # ; n b T i , u i ) vz < О (10) 

где 

Т\12 = еТ)'2 + {\ -е)Т1/2 

щ = Мг (7А:71
1/т)1/2 , Мх = 6М; 

здесь /3, как и раньше, играет роль переменного коэффициента, характери
зующего величину обратного потока, а е и 6 - подгоночные параметры, зна
чения которых выбираются из условия локализации экстремумов потоков <?г 

при М = 1. 
В другой предложенной в [1] модели / ~ имеет вид "полу мак свел ловского" 

распределения 

/(з) = a?fo (#; ns, &2TS, О) , vz < 0 (И) 

в которой коэффициент а имеет смысл, аналогичный /5 в (9,10). Особенно
стью такого выбора / ~ является отсутствие явной ее зависимости от газоди
намических параметров n, T, и, что и позволяет локализовать экстремумы 



ИЗМЕНЕНИЕ ЭНТРОПИИ НА ФРОНТЕ ИСПАРЕНИЯ .. . 7 

всех трех потоков #г в точке М = 1 без дополнительной подгонки параме
тров в связи с тем, что коэффициент а в этом случае удовлетворяет условию 
dajdM = О при М = 1. 

В модели [2] неравновесное распределение на внутренней стороне кнудсе
новского слоя задается единым аналитическом выражением 

/(4) = / о ^ П ь Т / , ^ , ^ ) 

т 1 
2тгАг/ Т{Г1 

1/2 

ехр -т^'-У \V^-2кТ, 2кТ„ 
(12) 

Для связи параметров п ь Т/, Т т , щ анизотропной максвелловской функции 
распределения /(4) с параметрами испаряющейся поверхности n s , Ts в [2] ис
пользуется равенство трех потоков gf = ^ , вычисленных соответственно 
с помощью / + и /о" в области vz > 0. Связь этих параметров с газодина
мическими величинами п, Т, и получается из условия постоянства потоков 
gi, экстремумы которых совпадают с М = 1, так как / не содержит явной 
зависимости от п, Г, и. 

Используя соотношения (1), (3), (4), (7) и выполняя формальное интегри
рование с модельными функциями распределения (8)-(12), получаем следу
ющие выражения для энтропии на внутренней стороне кнудсеновского слоя 
для каждой из рассматриваемых моделей: 

5 ( i ) /Зп 

T3ns 

s{2) = 

erfc(v?)lnl j^-J + (^тг - 1 / 2 ехр( -^ 2 ) 

ns + f3n • erfc (if) 

h - /1 Ul Jl faln te>) dv*dv«) dv> 
ns + /3n • erfc (<p) + (1 - /3) щ • erfc ((рг) 

_ 1 a 8 In (a8) 
5 ( 3 ) ~ 2 + 2 ( l - a 8 ) 

Hi) ln ' ~^-
Т?Щ 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

где erfc (у?) = (2/y/тг) f™ ехр (—x2) dx - дополнительный интеграл ошибок, 
(f = (7/2)1 /2М, индекс в скобках здесь и в дальнейшем означает номер моде
ли. 

Поведение энтропии на внешней sfo и внутренней s^ сторонах кнудсенов
ского слоя в зависимости от числа Маха М показано на рис. 1-4 для моделей 
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Рис.1 Зависимость энтропии на 
внешней s\ и внутренней «i сторо
нах кнудсеновского слоя от числа 
Маха в модели [3]. 

Рис.2 Энтропия в модели [2] на 
внешней s\ и внутренней «4 сторо
нах кнудсеновского слоя от числа 
Маха. 

0.5 -х 

0.4 Л 

0.5 -г 

Рис.3 Рис.4 

Изменение равновесной sf и неравновесной .s: энтропии в зависимости от числа 
Маха в моделях [1]. 
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(9)-(12) соответственно. Из сопоставления этих зависимостей (рис.5) видно, 
что изменение энтропии на испарительном скачке As(t) = se^ — £(»•) имеет 
наименьшее значение в модели (Г2), а наибольшее - в модели (9). При М = 1 
эти изменения составляют: Asp) = 0.6093, Asp) = 0.2189, Asp) = 0.2946, 
Asp) = 0.1287. причем в модели [3] энтропия sp) на внутренней стороне 
кнудсеновского слоя оказывается отрицательной, то есть меньше энтропии 
насыщенного пара в состоянии равновесия. Такое отклонение обусловлено 
неудачным выбором неравновесной функции распределения (9) для обратного 
потока. 

Кроме того, в этой модели при числах Маха М < 1.19 поток энтропии на 
внешней стороне кнудсеновского слоя оказывается меньше, чем на внутрен
ней. Это обстоятельство, как противоречащее Я-теореме Больцмана, было 
отмечено также в работе [6]. 

Таким образом, если исходить из принципа минимальности изменения 
энтропии, то полученные в настоящей работе результаты показывают, что 
среди рассмотренных моделей следует отдавать предпочтение тем, которые 
обеспечивают условие экстремальности потоков массы, импульса и энергии 
при М — 1. Этот вывод согласуется с данными работы [1] и с численными 

расчетами для испарительного 
скачка по методу Монте-Карло, 
приведенными в работе [7]. Под
черкнем, что модель испарительно
го скачка, изложенная в моногра
фии [8] и среди других упоминае
мая в [7], существенно отличается 
от модели [3]. 

В заключение необходимо сде
лать еще несколько дополнитель
ных замечаний. Скорость произ
водства энтропии на испаритель
ном скачке зависит не только от из
менения энтропии в расчете на од
ну частицу Д.Я(г), но и от величины 
потока частиц д\, которая не одина
кова в разных моделях. Однако эта 
разница в д\ для разных моделей 
относительно невелика по сравне
нию с различием в изменении эн

тропии As(i), которое в данном случае является определяющим фактором. 
При этом необходимо иметь в виду, как уже отмечалось выше, что в случае 
сильнонеравновесных процессов остаются открытыми вопросы об определе-

5 
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- ^ S ^ - д3(4) 
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Рис.5 Изменение эн
тропии Ав(») = sf,-4 — «(г) при 
переходе через кнудсеновский 
слой для моделей [3]-As(!), 
[1]-Д*(2), А«(3), [2]-Д*(4) 
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нии и границах применимости основных принципов и понятии, включая эн
тропию и скорость ее производства. Подробное рассмотрение этой проблемы, 
обсуждаемой, например, в [9], выходит за рамки данной работы. 
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