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Ïðåäèñëîâèå

Îñíîâó ïðåäëàãàåìîãî ïîñîáèÿ ñîñòàâèëè ìàòåðèàëû ëåêöèé è ñåìèíàðñêèõ
çàíÿòèé ïî êóðñó �Ââåäåíèå â êâàíòîâóþ ôèçèêó�, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ ñòó-
äåíòàì âòîðîãî êóðñà ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
íà÷èíàÿ ñ 2009 ãîäà. Ñïåöèôèêà ÷òåíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè âòîðîêóðñíèêàì
(ïðè÷åì â îñåííèé, òî åñòü ïåðâûé ñåìåñòð âòîðîãî êóðñà) ñîñòîèò, ïðåæäå
âñåãî, â êðàéíåé îãðàíè÷åííîñòè ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ êàê ïî ìàòåìàòèêå,
òàê è ïî äðóãèì îáëàñòÿì ôèçèêè. Ôàêòè÷åñêè, �Ââåäåíèå â êâàíòîâîóþ
ôèçèêó� îïèðàåòñÿ ëèøü íà ïðî÷èòàííûå â òå÷åíèå ïåðâîãî ãîäà îáó÷å-
íèÿ îáùèå êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãà àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è ìåõàíèêè.
Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì, âîçìîæíî ëè îáîéòèñü ñòîëü ñêóäíûì áà-
ãàæîì è åñòü ëè ïîëüçà îò òàêîãî ðàííåãî �êâàíòîâîãî� êóðñà. Òðåõëåòíèé
îïûò ðàáîòû ïîçâîëÿåò íàì îòâåòèòü íà îáà ýòèõ âîïðîñà ïîëîæèòåëüíî.
Îñíîâíûì ðåçóëüòîì ÷òåíèÿ êóðñà íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ñòóäåí-
òîâ ñ áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè, àïïàðàòîì, ìåòîäîëîãèåé, èíòåðïðåòàöèåé è
íåêîòîðûìè ïðèëîæåíèÿìè êâàíòîâîé ôèçèêè, êîòîðîå äîëæíî ïðèâåñòè
ê îïðåäåëåííîé òðàíñôîðìàöèè ñòóäåí÷åñêîãî âçãëÿäà íà ôèçèêó â öåëîì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîé êàðòèíû ìèðà ê êâàíòîâîé â ëþ-
áîì ñëó÷àå òðåáóåò îïðåäåëåííîé �òðàíñôîðìàöèè ñîçíàíèÿ�, è, áåçóñëîâíî,
÷åì ðàíüøå îíà íà÷íåòñÿ, òåì ëó÷øå. Ïëàòîé çà ýòî ÿâëÿþòñÿ ìåòîäè÷åñêèå
ñëîæíîñòè ïðåïîäíåñåíèÿ ìàòåðèàëà, êîòîðûé íå ïîäêðåïëåí ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè áàçîâûìè êóðñàìè, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ôèçè÷åñêèìè. Çäåñü, âïðî÷åì,
òàêæå ìîæíî íàéòè ïîëîæèòåëüíûå ñòîðîíû � ó ñòóäåíòîâ â ðåçóëüòàòå
ôîðìèðóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ôèçèêå, êàê î öåëüíîé íàóêå, à íå î íàáîðå
íåçàâèñèìûõ îáëàñòåé: â êóðñå èìåþòñÿ ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-
äåëû. Çàêàí÷èâàÿ îáñóæäåíèå âîïðîñà î ìåñòå �Ââåäåíèÿ â êâàíòîâóþ ôè-
çèêó� â îáùåé ñèñòåìå êóðñîâ, ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî
î �ââåäåíèè�, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ïîñëåäóþùèìè
áîëåå ãëóáîêèìè êóðñàìè, ÷èòàåìûìè ïî êàíîíè÷åñêîé ñõåìå: îáùèå � ñïå-
öèàëüíûå êóðñû.

Ââîäíûé õàðàêòåð êóðñà äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü èçáåãàòü èçëèøíåé ìà-
òåìàòèçèðîâàííîñòè èëè ôîðìàëèçîâàííîñòè èçëîæåíèÿ, àêöåíòèðóÿ âíè-
ìàíèå íà ôèçè÷åñêîé ñòîðîíå ìàòåðèàëà. Â òî æå âðåìÿ, ìû âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ èçáåãàëè áåçäîêàçàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, ñòðåìÿñü ê òîìó, ÷òîáû ñèëü-
íûé ñòóäåíò ìîã âîñïðîèçâåñòè âñå âûêëàäêè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îäíî è
òî æå óòâåðæäåíèå çâó÷èò íåñêîëüêî ðàç íà ðàçíûõ óðîâíÿõ ïîíèìàíèÿ �
îò äåêëàðàòèâíîãî äî îáîñíîâàííîãî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè
îáñóæäåíèå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé èëè êîïåíãàãåíñêîé èíòåðïðå-
òàöèè. Ìàòåðèàë ïîäîáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè ñîáëþñòè
áàëàíñ ìåæäó èçëîæåíèåì èñòîðè÷åñêèõ ñâåäåíèé, îñíîâíûõ ïîíÿòèé àïïà-
ðàòà, à òàêæå òðàäèöèîííûõ è ñîâðåìåííûõ ïðèëîæåíèé êâàíòîâîé òåîðèè
(ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, îáåñïå÷èâàëîñü ñîîòâåòñòâèå ñ óòâåðæäåííîé ïðî-
ãðàììîé). Çàäà÷åé-ìèíèìóì ÿâëÿëîñü òàêîå èçëîæåíèå, ÷òîáû ó ñòóäåíòîâ
îñòàëîñü âïå÷àòëåíèå î ïðåäìåòå êóðñà êàê î ñîâðåìåííîé, ðàçâèâàþùåéñÿ
îáëàñòè çíàíèé. Ïðèìåðîì ñëóæàò ðàçäåëû, â êîòîðûõ îáñóæäàþòñÿ âîïðî-
ñû, ñâÿçàííûå ñ êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèåé êóáèòîâ è ïðîáëåìàìè êâàíòîâîé
êîììóíèêàöèè.

Íà ëåêöèÿõ ìàòåðèàë èçëàãàëñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áëèçêîé ê ïðåä-
ñòàâëåííîé â íàñòîÿùåì ïîñîáèè: 16 ëåêöèé îñåííåãî ñåìåñòðà ðàñïðåäå-
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ëÿëèñü ïðèáëèçèòåëüíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ãëàâà 1: 2 ëåêöèè, Ãëàâà 2:
2 ëåêöèè, Ãëàâà 3: 4 ëåêöèè, Ãëàâà 4: 5 ëåêöèé, Ãëàâà 5: 3 ëåêöèè. Êàæ-
äàÿ ëåêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñåìèíàðñêèì çàíÿòèåì. ×òîáû íå ïåðåãðóæàòü
ëåêöèè ôîðìàëüíûì ìàòåðèàëîì, íåêîòîðûå òåìû ïîëíîñòüþ îòíåñåíû íà
ñåìèíàðû (íàïðèìåð, âîïðîñ îá îïåðàòîðíîé àëãåáðå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå,
à òàêæå îáñóæäåíèå íåðàâåíñòâ Áåëëà); îäíàêî, ýòè òåìû èñïîëüçóþòñÿ â
ïîñëåäóþùåì ëåêöèîííûì ìàòåðèàëå è âõîäÿò â êóðñ íåîáõîäèìûì îáðà-
çîì.

Àâòîðû áëàãîäàðíû Ï.Â. Åëþòèíó è À.À. Ôåäÿíèíó, ïðèíÿâøèì ó÷à-
ñòèå â ðàçðàáîòêå êóðñà, à òàêæå À.Ì. Øàêèðîâó çà ïîìîùü â ðåäàêòèðî-
âàíèè êîíñïåêòîâ ëåêöèé.
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Ãëàâà 1

Êîðïóñêóëÿðíûå ñâîéñòâà

ñâåòà. Èñòîðèÿ

âîçíèêíîâåíèÿ êâàíòîâîé

ôèçèêè

6



1.1 Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà

Íàñòîÿùèé êóðñ ëåêöèé ïîñâÿùåí ñîâåðøåííî íîâîé äëÿ âòîðîêóðñíèêà
îáëàñòè - êâàíòîâîé ôèçèêå. Ïðèñòóïàÿ ê åãî èçó÷åíèþ, óìåñòíî ñðàçó
çàäàòüñÿ âîïðîñîì � ÷òî æå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îòëè÷àåò ýòó íîâóþ îá-
ëàñòü îò îñòàëüíûõ? Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ìíîæåñòâî îòâåòîâ íà ýòîò
âîïðîñ. Íàïðèìåð, â íàó÷íî-ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿòû îïèñàòåëüíî-
ôèëîñîôñêèå îïðåäåëåíèÿ (`â êâàíòîâîì ìèðå âñå ïðîèñõîäèò ïî çàêîíàì
òåîðèè âåðîÿòíîñòè' èëè `âñå âåëè÷èíû èçìåíÿþòñÿ ìàëåíüêèìè äèñêðåò-
íûìè ïîðöèÿìè'). Íå ãîâîðÿ î òîì, ÷òî ïîäîáíûå îïðåäåëåíèÿ ïîïðîñòó
íåâåðíû, îíè åùå è áåññîäåðæàòåëüíû � â òî÷íûõ íàóêàõ ñëîâåñíûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ íàïîëíåíû ñìûñëîì òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ñîïðîâîæäàþò òå
èëè èíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

Îçíà÷àåò ëè ñêàçàííîå, ÷òî îñíîâíûì îòëè÷èåì êâàíòîâîé ôèçèêè ÿâëÿ-
åòñÿ ñïåöèàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò? Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, áåç-
óñëîâíî, äà � â õîäå èçó÷åíèÿ íàøåãî êóðñà íà ñöåíå ïîÿâÿòñÿ ñîâåðøåííî
íîâûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå íå âñòðå÷àâøèåñÿ ðàíåå âåëè÷èíû. Íî è òà-
êîå îïðåäåëåíèå êâàíòîâîé ôèçèêè `îò ôîðìàëèçìà' ñëîæíî ïðèçíàòü õî-
ðîøèì. À âäðóã ïåðåä íàìè ïðîñòî äðóãîé ñïîñîá îïèñàíèÿ óæå èçâåñòíûõ
ÿâëåíèé? Êðîìå òîãî, ñàìî ïîíÿòèå `ñïåöèàëüíîãî' ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîð-
ìàëèçìà äîâîëüíî ðàçìûòî. Ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì òðè âíåøíå ðàçíûõ,
íî ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè � íî
âåäü íèêîìó â ãîëîâó íå ïðèäåò èç-çà ýòîãî ãîâîðèòü î òðåõ îáëàñòÿõ ôè-
çèêè!

Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, åùå îäíà õàðàêòåðèñòèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ðàçäåëèòü
ðàçíûå îáëàñòè ôèçèêè. Ýòî � ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíòû, ñ êîòîðûìè
îïåðèðóåò òåîðèÿ. Ðàçóìååòñÿ, åñëè èçâåñòíû óðàâíåíèÿ òîé èëè èíîé òåî-
ðèè, îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ è íåîáõîäèìûå êîíñòàíòû. Âàæíî, îäíàêî, ÷òî
çíàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò ïðåäñòàâëÿåò âàæíîñòü è áåçî âñÿêèõ
óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü øêàëó ìàñøòàáîâ.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå íà èçâåñòíîì ïðîñòîì ïðèìåðå îïðåäåëåíèÿ ïåðèîäà
îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã Ñîëíöà. Äîïóñòèì, ìû çàáûëè çàêîíû Íüþòîíà
è çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ, íî ðàñïîëàãàåì ñîâåðøåííûìè ñðåäñòâàìè
èçìåðåíèé, òàê ÷òî íàì èçâåñòíà ìàññà Ñîëíöà M ≈ 2 · 1030 êã è ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå îò íåãî äî Çåìëè R ≈ 1.5 · 1011 ì. Ìîæåì ëè ìû íà îñíîâàíèè
ýòîé èíôîðìàöèè îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ñåêóíä äëèòñÿ çåìíîé ãîä? Íåò, ïðî-
ñòî ïîòîìó, ÷òî êîìáèíèðóÿ ëþáûå ñòåïåíòè âåëè÷èí ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàññû
è ðàññòîÿíèÿ, ìû íèêîãäà íå ïîëó÷èì âåëè÷èíó ñ ðàçìåðíîñòüþ âðåìåíè!
Ìîæíî ñêîëüêî óãîäíî óòî÷íÿòü èçâåñòíóþ íàì èíôîðìàöèþ, âêëþ÷àòü â
ðàññìîòðåíèå ðåçóëüòàòû äðóãèõ èçìåðåíèé (ñêàæåì, ýêñöåíòðèñèòåò îðáè-
òû Çåìëè) � ñèòóàöèÿ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó, áåçî âñÿêèõ ôîð-
ìóë è çàêîíîâ, ïðîñòî íà îñíîâàíèè ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, ïðèõîäèò-
ñÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî òåîðèÿ äîëæíà ñîäåðæàòü êîíñòàíòó, ïîçâîëÿþùóþ, â
êîìáèíàöèè ñ M è R, ïîëó÷èòü îòâåò â ñåêóíäàõ. Ýòà êîíñòàíòà - ãðàâèòà-
öèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G = 6.673 · 10−11 ì3 êã−1 c−2. Èñêîìàÿ êîìáèíàöèÿ ñ

ðàçìåðíîñòüþ âðåìåíè èìååò âèä
√

R3

GM ≈ 5 ·106 c. 1. Ìû âèäèì, ÷òî òåîðèÿ

1Íà ñàìîì äåëå ïðîäîëæèòåëüíîñòü ãîäà ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 3.15 · 107 ñ, à
ôîðìóëà äëÿ ïåðèîäà îáðàùåíèÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûðà-
æåíèÿ ìíîæèòåëåì 2π. Îïðåäåëåíèå ýòîãî ìíîæèòåëÿ è âõîäèò â çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî
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âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ îáÿçàòåëüíûì îáðàçîì âêëþ÷àåò ìèðîâóþ êîíñòàíòó
- ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿííóþ.

Îòëè÷èòåëüíûì ïðèçíàêîì êâàíòîâîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå äðó-
ãîé èç ìèðîâûõ êîíñòàíò � ïîñòîÿííîé Ïëàíêà h̄. Èìåííî ïîÿâëåíèå ýòîé
âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ (òî åñòü, ïðîèçâåäåíèÿ ýíåðãèè
íà âðåìÿ), è ïðåäîïðåäåëèëî íà÷àëî ðåâîëþöèè, êîòîðàÿ ïðîèçîøëà â ôè-
çèêå â íà÷àëå XX âåêà. Ýòà ðåâîëþöèÿ ðàñòÿíóëàñü íà äåñÿòèëåòèÿ - îò
ìîìåíòà ââåäåíèÿ Ïëàíêîì íîâîé ïîñòîÿííîé äî ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé
êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðîøëî ïî÷òè 30 ëåò. À íà÷èíàëîñü âñå â êîíöå XIX âå-
êà ñ ïîïûòêè îïèñàòü ñïåêòð èçëó÷åíèÿ íàãðåòûõ òåë. Ñ ýòîé çàäà÷è íà÷íåì
è ìû.

1.2 Ôîðìóëà Ïëàíêà

Îáðàùàÿñü ê ñîáûòèÿì êîíöà XIX âåêà, íå ñëåäóåò ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â
òî âðåìÿ ôèçèêà îòëè÷àëîñü îò ñîâðåìåííîé òîëüêî òåì, ÷òî îïðåäåëåí-
íûå îáëàñòè (ñêàæåì, êâàíòîâàÿ ôèçèêà) áûëè íå èçâåñòíû. Ñàìà êàðòèíà
ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ åùå íå óñòîÿëàñü. Â ÷àñòíîñòè, Ì. Ïëàíê (M. Plank)
ñ íåäîâåðèåì îòíîñèëñÿ ê ãèïîòåçå î ñóùåñòâîâàíèè àòîìîâ, è â áîëüøåé
ñòåïåíè ñêëîíÿëñÿ ê âåðñèè êîíòèíóàëüíîé êàðòèíû ìèðà. Àòîìàðíóþ æå
òåîðèþ îí ðàññìàòðèâàë êàê óäîáíûé ñïîñîá îïèñàíèÿ íàáëþäàåìûõ ÿâ-
ëåíèé. Â âîïðîñå îá èçëó÷åíèè ñâåòà íàãðåòûìè òåëàìè åãî èíòåðåñîâàë
âîïðîñ îá ýâîëþöèè ýíòðîïèè â ïðèðîäå � è, ñîîòâåòñòâåííî, âîïðîñ îáîñ-
íîâàíèÿ çàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè. Ïðè ýòîì, íå âïîëíå äîâåðÿÿ àòîìàðíîé
òåîðèè, Ïëàíê ðàññìàòðèâàë òâåðäîå òåëî êàê ñîâîêóïíîñòü íåêîòîðûõ ýô-
ôåêòèâíûõ îñöèëëÿòîðîâ, è îáîñíîâûâàë ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ
çàêîíîâ èçëó÷åíèÿ, ñòðîÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ïåðâîíà÷àëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå Â. Âèíîì (W.Wien),
óêàçûâàëè íà òî, ÷òî ñïåêòð èçëó÷åíèÿ íàãðåòîãî äî òåìïåðàòóðû T òåëà

èìååò âèä I = aω3

ebω/T
(çäåñü a, b � êîíñòàíòû, ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà). Ïëàí-

êó óäàëîñü íàéòè ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ýëåìåíòàðíîãî îñöèë-
ëÿòîðà, ïîçâîëÿþùåå âîñïðîèçâåñòè òàêîé ñïåêòð. Ïðè ýòîì, Ïëàíê ââåë â
òåîðèþ íîâóþ êîíñòàíòó, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü `ýíåðãèÿ/÷àñòîòà', òî åñòü
`äåéñòâèå'. Îí îáîçíà÷èë ýòó âåëè÷èíó áóêâîé h. Ïîäãîíêà äàííûõ äëÿ èç-
ëó÷åíèÿ íàãðåòûõ òåë äàëà h = 6.55·10−27 ýðã·c. Cîâðåìåííîå çíà÷åíèå ýòîé
êîíñòàíòû - 6.626 · 10−27; âûøå ìû èñïîëüçîâàëè áîëåå óïîòðåáèòåëüíóþ â
ñîâðåìåííîé ôèçèêå âåëè÷èíó h̄ ≈ 1.054 · 10−27 ýðã·c= 1.054 · 10−34 Äæ·c,
êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò h êîýôôèöèåíòîì 1/2π.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿëèñü Ïëàíêó âïîëíå ëîãè÷íûìè. Óæå
â ýòîò ìîìåíò Ïëàíê ïîäîçðåâàë, ÷òî ââåäåííàÿ èì êîíñòàíòà èìååò âàæíîå
çíà÷åíèå äëÿ ôèçèêè â öåëîì. Îäíàêî, æèçíü âíåñëà ñâîè êîððåêòèâû. Áî-
ëåå òî÷íûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè îòêëîíåíèå ñïåêòðà â èíôðàêðàñíîé îá-
ëàñòè îò óñòàíîâëåííîãî çàêîíà. Ïëàíêó ïðèøëîñü âèäîèçìåíÿòü òåîðèþ, à
èìåííî ïåðåñìàòðèâàòü âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ýëåìåíòàðíîãî îñöèëëÿòî-

ðà. Ïîëó÷èëîñü! Íîâàÿ òåîðèÿ ïðèâîäèëà ê ôîðìóëå aω3

ebω/T−1
� âûðàæåíèþ,

ïîëó÷èâøåìó âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå ôîðìóëû Ïëàíêà, êîòîðîå ïðåêðàñíî
îïèñûâàëî âñþ ñîâîêóïíîñòü èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ýòà

àïïàðàòà òåîðèè
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æå ôîðìóëà ñëåäóåò è èç ôîðìóë ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè, íèæå ìû
âûâåäåì åå. Â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà Ïëàíêà äëÿ ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè, èçëó÷àåìîé íàãðåòîé ïîâåðõíîñòüþ åäèíè÷íîé
ïëîùàäè, èìååò âèä

h̄ω3

4π2c2
1

eh̄ω/kT − 1
(1.1)

(çäåñü c � ñêîðîñòü ñâåòà, k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà). Ðåçóëüòàò áûë äîëî-
æåí 19 îêòÿáðÿ 1900 ãîäà íà ñîáðàíèè Íåìåöêîãî Ôèçè÷åñêîãî Îáùåñòâà.

Íî Ïëàíê íå áûë óäîâëåòâîðåí. Îí íå ìîã ïîíÿòü ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû
íîâîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè ýëåìåíòàðíîãî îñöèëëÿòîðà. Â ïîïûòêàõ
ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíîå îáúÿñíåíèå, Ïëàíê îáðàòèëñÿ ê ñòàòèñòèñòè-
÷åñêîé òåîðèè Áîëüöìàíà, èíòåðïðåòèðóþùåé ýíòðîïèþ êàê âåëè÷èíó, ïðî-
ïîðöèîíàëüíóþ ëîãàðèôìó ÷èñëà äîñòóïíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (òî åñòü,
èñïîëüçîâàë ôîðìóëó Áîëüöìàíà S = k lnZ). Äî ýòîãî Ïëàíê ñ÷èòàë ýí-
òðîïèþ ñàìîñòîÿòåëüíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, àíàëîãè÷íîé, íàïðèìåð,
ýíåðãèè. Ïëàíê îáíàðóæèë, ÷òî íåîáõîäèìûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýíåðãèÿ ýëåìåíòàðíûõ îñöèëëÿòîðîâ ìåíÿåòñÿ òîëüêî
äèñêðåòíûìè ïîðöèÿìè (êâàíòàìè), ïðîïîðöèîíàëüíûìè èõ ÷àñòîòå. Êî-
ýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïðè ýòîì äîëæåí áûòü ðàâåí ââåäåííîé
Ïëàíêîì ðàíåå ïîñòîÿííîé h. Èíòåðåñíî, ÷òî Ïëàíê è íå ïîìûøëÿë îá
îòêðûòèè íîâîé îáëàñòè ôèçèêè � äèñêðåòèçàöèÿ ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ
îñöèëëÿòîðîâ ïðåäñòàâëÿëàñü åìó ìàòåìàòè÷åñêèì ïðèåìîì, èñïîëüçîâàí-
íûì, êàê îí ñàì âïîñëåäñòâèè ïèñàë, `îò îò÷àÿíèÿ', ïîñëå íåñêîëüêèõ ìå-
ñÿöåâ áåçóñïåøíûõ ïîïûòîê âûâåñòè íåîáõîäèìûå âûðàæåíèÿ.

1.3 Ðàáîòû Ýéíøòåéíà
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Ðèñ. 1.1: Ãðàôèêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ íàãðåòûõ òåë, ïîñòðî-
åííûå ïî ôîðìóëàì Ðýëåÿ-Äæèíñà, Âèíà è
Ïëàíêà.

Ôèçè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïî-
ëó÷åííûõ Ïëàíêîì ðåçóëü-
òàòîâ ñòàëà ÿñíà ïîçæå, êî-
ãäà â ôèçèêå îêîí÷àòåëü-
íî óêðåïèëèñü èäåè îá àòî-
ìàðíîì õàðàêòåðå ñòðîåíèÿ
âåùåñòâà, à ñ íèìè � è
ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ. Ïî-
÷òè îäíîâðåìåííî ñ Ïëàí-
êîì, Ðýëåé (J.W. Strutt,
baron Rayleigh) îïóáëèêî-
âàë ôîðìóëó äëÿ èçëó÷åíèÿ
íàãðåòûõ òåë, îñíîâàííóþ
íà êëàññè÷åñêîì âàðèàíòå
ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè. Ê
ñîæàëåíèþ, îí îøèáñÿ ïðè
îïðåäåëåíèè ÷èñëîâîãî êî-
ýôôèöèåíòà â ýòîé ôîðìó-
ëå. Îøèáêà áûëà èñïðàâëå-
íà Äæèíñîì (J.H. Jeans) â
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1905 ãîäó. Îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå (ôîðìóëà Ðýëåÿ-Äæèíñà) èìååò âèä

I =
ω2

4π2c2
kT. (1.2)

Íåòðóäíî óâèäåòü, â ÷åì ñîñòîèò êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ýòîãî âûðàæåíèÿ
îò ôîðìóëû Ïëàíêà � ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ôîðìóëà Ðýëåÿ-Äæèíñà ïðåäñêà-
çûâàåò áåñêîíå÷íûé ðîñò ïëîòíîñòè ìîùíîñòè (íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå ýòî
íàçûâàåòñÿ âûñîêî÷àñòîòíîé, èëè óëüòðàôèîëåòîâîé ðàñõîäèìîñòüþ). Îøè-
áî÷íîñòü òàêîãî ðåçóëüòàòà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà, îäíàêî, Ðýëåé è Äæèíñ íå
ïðèäàëè ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó çíà÷åíèÿ, ñïèñàâ åå, ïî-âèäèìîìó, íà íåêî-
òîðóþ íåïîëíîòó ñâîåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Îäíèì èç ïåðâûõ, êòî âñåðüåç ïðèíÿë ðàáîòû Ïëàíêà è ïîíÿë, ÷òî êâàí-
òîâàíèå ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè çíà÷èìûì, áûë Àëüáåðò Ýéíøòåéí (A.
Einstein). Â 1905 ãîäó âûõîäèò åãî ðàáîòà `Îá îäíîé ýâðèñòè÷åñêîé òî÷êå
çðåíèÿ, êàñàþùåéñÿ ïðåâðàùåíèÿ è âîçíèêíîâåíèÿ ñâåòà'. Ñëîâî `ýâðèñòè-
÷åñêàÿ' â äàííîì êîíòåêñòå îçíà÷àåò `âîçìîæíî, íåñòðîãàÿ, íî ïîçâîëÿþ-
ùàÿ áûñòî ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò'. Òàêàÿ îñòîðîæíàÿ ôîðìóëè-
ðîâêà ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî âûñêàçûâàåìûå Ýéíøòåéíîì èäåè áûëè âåñüìà
íîâû è íåïðèâû÷íû äëÿ ôèçèêîâ òîãî âðåìåíè, è èìåëè òîëüêî ðàíã îä-
íîé èç â ïðèíöèïå âîçìîæíûõ òî÷åê çðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ñîäåðæàòåëü-
íàÿ ÷àñòü ñòàòüè íå îñòàâëÿåò ñîìíåíèé, ÷òî àâòîð ðàññìàòðèâàë ñâîþ òåî-
ðèþ íå êàê ìàòåìàòè÷åñêèé òðþê, à êàê îïèñàíèå ðåàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
äåë (ïóñòü è, âîçìîæíî, óïðîùåííîå). Òåðìèíîëîãèÿ è íàáîð ïîíÿòèé, èñ-
ïîëüçóåìûõ Ýéíøòåéíîì, çíà÷èòåëüíî áëèæå ê ñîâðåìåííîé ôèçèêå, ÷åì
â ñòàòüÿõ Ïëàíêà � êî âðåìåíè íàïèñàíèÿ ñòàòüè àòîìàðíàÿ òåîðèÿ ñòàëà
îáùåïðèçíàííîé.

Ýéíøòåéí, â îòëè÷èå îò Ïëàíêà, ðàññóæäàåò î âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ
ñàìîãî ñâåòà êàê ñèñòåìû ÷àñòèö, êîòîðûå ìû íàçâàëè áû ôîòîíàìè. Â
íà÷àëå ðàáîòû, Ýéíøòåéí óêàçûâàåò íà ïðèíöèïèàëüíóþ ðàçíèöó ìåæäó
ìàòåðèåé è ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó ïî-
ëå îïèñûâàåòñÿ íåïðåðûâíûìè â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèÿìè, ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû (ìîä) ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì. Îí ÷åòêî ôîðìóëèðóåò óòâåð-
æäåíèå î òîì, ÷òî áåñêîíå÷íîñòü ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïîëÿ è òåîðåìà
î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè ïðèâîäÿò ê ïðåäñêàçàíèÿì, ÿâíî ïðîòèâîðå÷àùèì
ýêñïåðèìåíòó2 (â ýòîì ìåñòå, Ýéíøòåéí âîñïðîèçâîäèò ôîðìóëó Ðýëåÿ-
Äæèíñà è îòìå÷àåò óëüòðàôèîëåòîâóþ ðàñõîäèìîñòü). Ïîcëå ýòîãî, Ýéí-
øòåéí îáðàùàåòñÿ ê ôîðìóëå Ïëàíêà. Åå íèçêî÷àñòîòíàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò
ñ ôîðìóëîé Ðýëåÿ-Äæèíñà, è Ýéíøòåéí ïðèõîäèò ê åñòåñòâåííîìó âûâîäó,
÷òî â ýòîé îáëàñòè èçâåñíîå êëàññè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëü-
íûì. Äàëåå, îí ïûòàåòñÿ íàéòè ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ âûñîêî÷àñòîòíóþ

àñèìïòîòèêó (òî åñòü, çàêîí Âèíà I = aω3

ebω/T
). Ýéíøòåéí ïîêàçûâàåò, ÷òî

çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè òàêîãî èçëó÷åíèÿ îò îáúåìà ïîëîñòè, â êîòîðîé îíî
íàõîäèòñÿ, îïèñûâàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è ýíòðîïèÿ èäåàëüíîãî ãàçà
÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, äåëàåò îí âûâîä, â ïðåäåëàõ ïðèìåíèìîñòè çàêîíà
Âèíà, èçëó÷åíèå â ñìûñëå òåîðèè òåïëîòû âåäåò ñåáÿ òàê, êàê áóäòî îíî

2Îäíî èç òàêèõ ïðåäñêàçàíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèñòåìà èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ãàðìî-
íè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ äîëæíà õàðàêòåðèçîâàòüñÿ áåñêîíå÷íîé òåïëîåìêîñòüþ, ïîñêîëü-
êó òåïëîåìêîñòü êàæäîãî èç òàêèõ îñöèëëÿòîðîâ êîíå÷íà (à èìåííî, ðàâíà ïîñòîÿííîé
Áîëüöìàíà).
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ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ÷àñòèö (êâàíòîâ) ñ ýíåðãèåé h̄ω êàæ-
äûé. Òîãäà, ïðîäîëæàåò Ýéíøòåéí, íàïðàøèâàåòñÿ âîïðîñ, íå ÿâëÿþòñÿ ëè
è çàêîíû âîçíèêíîâåíèÿ è ïðåâðàùåíèÿ ñâåòà òàêèìè, êàê áóäòî ñâåò ñîñòî-
èò èç îòäåëüíûõ êâàíòîâ ýíåðãèè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ Ýéíøòåéí îïèñûâàåò
ñâîéñòâà òðåõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé � ôîòîëþìèíåñöåíöèè, ôîòîýôôåêòà, è
ôîòîèîíèçàöèè ãàçîâ.

Ôîòîëþìèíåñöåíöèÿ � ÿâëåíèå ñâå÷åíèÿ îïðåäåëåííûõ âåùåñòâ ïîä âîç-
äåéñòâèåì ñâåòà îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà. Çàäîëãî äî ðàáîò Ýéíøòåéíà áûëî
óñòàíîâëåíî ïðàâèëî Ñòîêñà (G. G. Stokes) � ÷àñòîòà èçëó÷àåìîãî ïðè ôî-
òîëþìèíåñöåíöèè ñâåòà âñåãäà ìåíüøå ÷àñòîòû ïàäàþùåãî. Ýòîìó ôàêòó
Ýéíøòåí äàåò ïðîñòîå îáúÿñíåíèå � ôîòîëþìèíåñöåíöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîöåññ ïåðåèçëó÷åíèÿ êâàíòà ñâåòà, ïðè êîòîðîì ÷àñòü ýíåðãèè êâàíòà
ïåðåõîäèò â ýíåðãèþ äðóãîãî âèäà (íàïðèìåð, òåïëî). Ïîýòîìó ýíåðãèÿ èç-
ëó÷åííîãî êâàíòà âñåãäà ìåíüøå ýíåðãèè ïàäàþùåãî.

Íàèáîëüøóþ èçâåñòíîñòü âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëè ïðåäñêàçàíèÿ, ñäåëàí-
íûå äëÿ ôîòîýôôåêòà � ïðîöåññà, ïðè êîòîðîì ýëåêòðîíû âûëåòàþò èç
ìåòàëëè÷åñêîãî ýëåêòðîäà ïîä âîçäåéñòâèåì ñâåòà. Èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ÿâ-
ëåíèÿ áûëè ïðåäïðèíÿòû â êîíöå XIX âåêà. Ã. Ãåðö (H.R. Hertz) èññëåäî-
âàë âîçíèêíîâåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ ðàçðÿäîâ ìåæäó äâóìÿ ýëåêòðîäàìè è
îáíàðóæèë, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ðàçðÿäà òðåáóåò çàìåòíî ìåíüøåãî ïðèëî-
æåííîãî íàïðÿæåíèÿ â ñëó÷àå, åñëè íà ýëåêòðîäû ñâåòèò ñîëíå÷íûé ñâåò.
Â ýòèõ îïûòàõ âïåðâûå áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå êðàñíîé ãðàíèöû
ôîòîýôôåêòà � ýôôåêò èñ÷åçàë, åñëè ñîëíå÷íûé ñâåò áûë ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîïóùåí ÷åðåç ñòåêëî. Ïîñêîëüêó ñòåêëî íåïðîçðà÷íî â óëüòðàôèîëåòîâîì
äèïàçîíå, ýòî îçíà÷àëî, ÷òî ôàêòè÷åñêè ôîòîýôôåêò ñâÿçàí ñ äåéñòâèåì íà
ìåòàëë óëüòðàôèîëåòîâîé ÷àñòè ñïåêòðà, à áîëåå äëèííîâîëíîâîå îïòè÷å-
ñêîå èçëó÷åíèå ôîòîýôôåêòà íå âûçûâàåò. Â äàëüíåéøåì äðóãèå èññëåäîâà-
òåëè ïîêàçàëè, ÷òî ïîëîæåíèå êðàñíîé ãðàíèöû ôîòîýôôåêòà íå çàâèñèò îò
èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî íà ìåòàëë ñâåòà. Çàòåì, ïîñëåäîâàëè èññëåäîâà-
íèÿ À.Ã. Ñòîëåòîâà, êîòîðûé óñòàíîâèë ïðîïîðöèîíàëüíîñòü èíòåíñèâíî-
ñòè ñâåòà è èíäóöèðîâàííîãî èì ôîòîòîêà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé
ôèçèêè, îáúÿñíèòü ýòè ðåçóëüòàòû êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîí êàê êëàññè÷åñêóþ ÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â
íåêîòîðîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå è ïîêèäàþùóþ åå ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ýôôåêò áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðè ëþáîé
÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷è-
íû ýòîé ñèëû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé êàðòèíå.

Â ðàìêàõ êâàíòîâîé ãèïîòåçû, Ýéíøòåéí ëåãêî íàøåë îáúÿñíåíèå çàêî-
íîâ ôîòîýôôåêòà. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âûëåò ôîòîýëåêòðîíà ñîïðîâîæäàåò-
ñÿ ïîãëîùåíèåì îäíîãî êâàíòà ñâåòà, î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ êâàíòà äîëæ-
íà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì ðàáîòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïåðåíîñà ýëåêòðîíà çà
ïðåäåëû ìåòàëëà (îáúÿñíåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ êðàñíîé ãðàíèöû). ×èñëî âû-
áèòûõ ýëåêòðîíîâ, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ïîãëîùåííûõ ôîòîíîâ,
÷òî îáúÿñíÿåò çàêîí Ñòîëåòîâà. Ýéíøòåéí ñäåëàë åùå îäèí âûâîä � ýíåðãèÿ
ôîòîýëåêòðîíà äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ ðàçíèöåé ýíåðãèè ôîòîíà è ýíåðãèåé,
îïðåäåëÿþùåé êðàñíóþ ãðàíèöó ôîòîýôôåêòà. Ê ìîìåíòó îïóáëèêîâàíèÿ
ðàáîòû Ýéíøòåéíà, íàèëó÷øèìè áûëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå Ô.Ëåíàðäîì (P.Lenard), èññëåäîâàâøèì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ôî-
òîýëåêòðîíîâ è èõ êîëè÷åñòâà îò ÷àñòîòû è èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî ñâå-
òà. Âïðî÷åì, òî÷íîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îñòàâàëàñü íåâûñîêîé, ÷òî áûëî
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ñâÿçàíî ñ íåñîâåðøåíñòâîì âàêóóìíîé òåõíèêè, íå ïîçâîëÿâøåé ðàáîòàòü
ñ äîñòàòî÷íî ÷èñòûìè ìåòàëëè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ýéíøòåéí ôàêòè-
÷åñêè ïðåäñêàçàë ðåçóëüòàòû áóäóùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, è
ïîñëåäóþùåå ïðèçíàíèå ðàáîòû Ýéíøòåéíà ïðîèñõîäèëî ïî ìåðå ïðîâåðêè
åãî ïðåäñêàçàíèé.

Íàêîíåö, ñõîæèå ðàññóæäåíèÿ áûëè ïðèâåäåíû è äëÿ çàäà÷è îá èîíè-
çàöèè óëüòðàôèîëåòîâûì ñâåòîì àòîìîâ ãàçîâ. Àíàëîãè÷íî ïðîáëåìå ôî-
òîýôôåêòà, êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàëåíèå îá èîíèçàöèè îäíîãî àòîìà
â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ îäíîãî ôîòîíà. Èç ýòîãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
êðàñíîé ãðàíèöû ôîòîèîíèçàöèè (ôàêò, î÷åâèäíûé ýêñïåðèìåíòàòîðàì òî-
ãî âðåìåíè) è ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ÷èñëà èîíèçèðîâàííûõ àòîìîâ èíòåí-
ñèâíîñòè óëüòðàôèîëåòîâîãî èçëó÷åíèÿ.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî èäåè Ýéíøòåéíà íå áûëè íåìåäëåííî ïðèíÿòû íà-
ó÷íûì ñîîáùåñòâîì. Â òîì ÷èñëå, â ðåàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ôîòîíîâ ïî-
ñëå ðàáîò Ýéíøòåéíà íå ïîâåðèë Ì. Ïëàíê. Ïîòðåáîâàëîñü åùå ïÿòü ëåò,
÷òîáû ñòàëà ÿñíà ïðèíöèïèàëüíàÿ íåóñòðàíèìîñòü óëüòðàôèîëåòîâîé ðàñ-
õîäèìîñòè ôîðìóëû Ðýëåÿ-Äæèíñà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. ×òîáû
ïîä÷åðêíóòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, Ýðåíôåñò (P. Erenfest) â 1911 ãîäó ââî-
äèò òåðìèí `óëüòðàôèîëåòîâàÿ êàòàñòðîôà'. Âàæíîñòü èäåè äèñêðåòèçàöèè
ýíåðãèè è ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð ââåäåííîé Ïëàíêîì ïîñòîÿííîé ñòà-
íîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè ê êîíöó 1910-õ ãîäîâ. Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ çà ñâîè
ðàáîòû ïî îáúÿñíåíèþ ôîòîýôôåêòà À. Ýéíøòåéí ïîëó÷èë â 1921 ãîäó.

1.4 Øêàëà ìàñøòàáîâ êâàíòîâîé ôèçèêè

Âèäèìî, ñàìûì âàæíûì ìîìåíòîì â çàäà÷å îá èçëó÷åíèè íàãðåòûõ òåë ÿâ-
ëÿåòñÿ îáùíîñòü ôîðìóëû Ïëàíêà � ñâîéñòâà ñïåêòðà íå ñâÿçàíû ñ êàêèìè-
ëèáî îñîáåííîñòÿìè íàãðåòîãî òåëà, à îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííîé åãî õà-
ðàêòåðèñòèêîé � òåìïåðàòóðîé. Áîëåå òîãî, èç âûâîäà Ïëàíêà âèäíî, ÷òî
ââåäåííàÿ èì ïîñòîÿííàÿ îòíîñèòñÿ íå íåïîñðåäñòâåííî ê ïðîöåññó èçëó-
÷åíèÿ, à îïèñûâàåò ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû
ïðîèçâîëüíîãî àíñàìáëÿ îñöèëëÿòîðîâ. Ðåçóëüòàòû Ýéíøòåéíà óêðåïëÿþò
â ýòîì óáåæäåíèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ââåäåííàÿ Ïëàíêîì ïîñòîÿííàÿ ÿâëÿåòñÿ
ìèðîâîé êîíñòàíòîé. Ïîÿâëåíèå íîâîé ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû îçíà-
÷àåò, êàê ìû ãîâîðèëè â íà÷àëå ëåêöèè, ïîÿâëåíèå íîâîé îáëàñòè ôèçèêè,
êîòîðóþ âïîñëåäñòâèè è íàçâàëè êâàíòîâîé.

Ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå íàóêè ïîêàçàëî, ÷òî ýòà îáëàñòü ôèçèêè ñîâåð-
øåííî íå îãðàíè÷èâàåòñÿ âîïðîñàìè èçëó÷åíèÿ íàãðåòûõ òåë, íî âêëþ÷àåò
â ñåáÿ ôàêòè÷åñêè âñå ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â ìèêðîìèðå � íà÷èíàÿ ñî
øêàëû ìàøòàáîâ àòîìà. Ñîáñòâåííî, ïîñêîëüêó ðàçìåð àòîìà îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâàìè ñàìîé ëåãêîé èç ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ àòîìû � ýëåêòðî-
íà, ñàìà ýòà øêàëà è îêàçûâàåòñÿ çàäàíà çàðÿäîì e è ìàññîé m ýëåêòðîíà,
à òàêæå çíà÷åíèåì ïîñòîÿííîé Ïëàíêà h̄. Â ñèñòåìå ÑÃÑ3 çíà÷åíèÿ ýòèõ
âåëè÷èí ðàâíû4

3Äëÿ ïðîñòîòû çàïîìèíàíèÿ, ðàçìåðíîñòè óêàçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ýðãà � ðàçìåð-
íîñòè ÑÃÑ äëÿ ýíåðãèè. ×òîáû ïåðåéòè ê îñíîâíûì åäèíèöàì ÑÃÑ, íàäî çàìåíèòü
erg → cm2gs−2.

4Ðàçìåðíîñòü çàðÿäà â ÑÃÑ ëåãêî îïðåäåëèòü èç çàêîíà Êóëîíà � ýíåðãèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ åñòü èõ ïðîèçâåäåíèå, äåëåííîå íà ðàññòîÿíèå ìåæäó
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e = 4.8 · 10−10erg1/2cm1/2

m = 9.1 · 10−28g

h̄ = 1.054 · 10−27erg · s

Êîìáèíèðóÿ ðàçëè÷íûå ñòåïåíèm, e è h̄, ìîæíî ïîëó÷èòü âåëè÷èíû ëþ-
áîé çàäàííîé ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä íàìè íîâàÿ ñèñòåìà åäè-
íèö (åå íàçûâàþò ñèñòåìîé åäèíèö Õàðòðè èëè àòîìíîé ñèñòåìîé). Ñèñòåìà
Õàðòðè � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ åñòåñòâåííàÿ ñèñòåìà, ìàñøòàáû êîòîðîé,
â îòëè÷èå îò ïðèâû÷íûõ ÑÈ èëè ÑÃÑ, îïðåäåëÿþòñÿ íå òåìè èëè èíûìè
ýòàëîíàìè, à ñâîéñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ. Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà
àòîìíûå ìàñøòàáû ýíåðãèè è äëèíû:

Eh =
me4

h̄2 ≈ 4.4 · 10−11erg ≈ 27.2eV

a0 =
h̄2

me2
≈ 5.3 · 10−9cm

Àòîìíàÿ øêàëà îïðåäåëÿåò ìàñøòàáû, õàðàêòåðíûå äëÿ ôèçèêè ýëåê-
òðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ äðóãèõ êëàññîâ çàäà÷ (íàïðè-
ìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ôèçèêè ÿäðà) õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû îêàçûâàþòñÿ äðó-
ãèìè.

Îáñóæäàÿ ìåñòî êâàíòîâîé òåîðèè â ôèçèêå â öåëîì, ìîæíî ïîñòàâèòü
âîïðîñ íåñêîëüêî äðóãèì îáðàçîì � êàê óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òà èëè èíàÿ
ñèñòåìà `êâàíòîâîé' èëè `êëàññè÷åñêîé'? 5 Îáùåãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåò.
Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü õàðàêòåðíóþ âåëè÷èíó äåéñòâèÿ
äëÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Åñëè äåéñòâèå ìíîãîêðàòíî
ïðåâûøàåò h̄ � ñêîðåå âñåãî, êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî.

Ðàçóìååòñÿ, ôîðìóëû êâàíòîâîé òåîðèè ïðèìåíèìû è äëÿ ñèñòåì ñ `êëàñ-
ñè÷åñêèì' õàðàêòåðíûì äåéñòâèåì. Â ýòîì ñëó÷àå îíè äîëæíû äàâàòü òå æå
ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, ÷òî è êëàññè÷å-
ñêîå îïèñàíèå. Óòâåðæäåíèå î ñîâïàäåíèè ðåçóëüòàòîâ êâàíòîâîé è êëàññè-
÷åñêîé òåîðèé â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè îáîèõ íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà ñî-
îòâåòñòâèÿ. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, êëàññè÷åñêèå ôîðìóëû äîëæíû
ïîëó÷àòüñÿ èç êâàíòîâûõ â ïðåäåëå h̄→ 0. Â êà÷åñòâå íåáîëüøîãî óïðàæíå-
íèÿ, ïðåäëàãàþ ïîëó÷èòü ôîðìóëó Ðýëåÿ-Äæèíñà êàê êëàññè÷åñêèé ïðåäåë
ôîðìóëû Ïëàíêà.

Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ïî÷åìó êâàíòîâàÿ ôèçèêà íå âîçíèêëà äî
íà÷àëà XX âåêà � òîëüêî ê ýòîìó âðåìåíè èññëåäîâàòåëè äîáðàëèñü äî ÿâëå-
íèé, îïèñàíèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì äîëæíî âêëþ÷àòü àòîìíûå
ìàñøòàáû.

íèìè.
5Ðàçóìååòñÿ, òàêàÿ íàìåðåííî ïðèìèòèâíàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà íå âïîëíå êîððåêòíà

� ïðàâèëüíåå ñïðàøèâàòü, íàêîëüêî ñóùåñòâåííî êâàíòîâûå ýôôåêòû ïðîÿâëÿþòñÿ â
ñâîéñòâàõ òåõ èëè èíûõ ñèñòåì.
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1.5 Äàëüíåéøàÿ èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé

ôèçèêè

Â íà÷àëå XX âåêà áûëî ïîëó÷åíî åùå íåñêîëüêî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ, îò-
íîñÿùèõñÿ ê ýïîõå ñòàíîâëåíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè. Îòëîæèì ðàññêàç î íèõ
äî ñëåäóþùèõ ëåêöèé è îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèì ïåðåñêàçîì èñòîðèè ïîçä-
íåéøèõ ñîáûòèé. Îíè ñâÿçàíû, âî-ïåðâûõ, ñ ôîðìóëèðîâêîé è ðàçâèòèåì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè òåîðèè - êâàíòîâîé ìåõàíèêè, è, âî-âòîðûõ,
ñ äèñêóññèåé î ðîëè êâàíòîâîé òåîðèè â îáùåé êàðòèíå ôèçè÷åñêîãî çíàíèÿ.

Óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ñîâðåìåííîì âèäå áûëè ñôîðìóëè-
ðîâàíû âî âòîðîé ïîëîâèíå 1920-õ ãîäîâ. Ïî÷òè îäíîâðåìåííî áûëî ïðåä-
ñòàâëåíî äâà ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïîäõîäà, èçâåñòíûõ ñåãîäíÿ, ïî
èìåíàì ñîçäàòåëåé, êàê ïðåäñòàâëåíèå Øðåäèíãåðà (E. Schr�odinger, 1926) è
ïðåäñòàâëåíèå Ãåéçåíáåðãà (W. Heisenberg, 1925). Â ðàìêàõ äàííîãî êóðñà
ìû îçíàêîìèìñÿ òîëüêî ñ Øðåäèíãåðîâñêîé òðàêòîâêîé êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè. Áîëåå ïîäðîáíîå èçó÷åíèå îáîèõ ôîðìóëèðîâîê ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîçæå,
íà òðåòüåì êóðñå ôèçôàêà. Òðåòèé ïîäõîä � ôåéíìàíîâñêàÿ ôîðìóëèðîâêà
êâàíòîâîé ìåõàíèêè � áûë ñôîðìóëèðîâàí çíà÷èòåëüíî ïîçæå (R. Feynman,
1948). Íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ïðî íåãî íå ðàññêàçûâàþò, âî âñÿêîì ñëó-
÷àå, â îáùèõ êóðñàõ, âîçìîæíî � íàïðàñíî. Èíòåðåñóþùèìñÿ ìîæíî ïîðå-
êîìåíäîâàòü êíèãó Ð. Ôåéíìàí, À. Õèáñ �Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è èíòåãðàëû
ïî òðàåêòîðèÿì�, ïðàâäà, ÷èòàòü åå ñò�îèò íå íà âòîðîì êóðñå, à íåñêîëüêî
ïîçæå.

Îäíîâðåìåííî ñ ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåîðèè íå çàòè-
õàëà äèñêóññèÿ î åå ôèçè÷åñêîé çíà÷èìîñòè. Ïðîòèâ `êâàíòîâîãî' îïèñà-
íèÿ ìèðà âûñòóïàë, ïðåæäå âñåãî, Àëüáåðò Ýéíøòåéí. Íàäî ñðàçó ñêàçàòü,
÷òî ïðàâèëüíîñòü êâàíòîâîé òåîðèè ïîä ñîìíåíèå ïîñòàâèòü ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî � óæå â 1930-õ ãîäàõ áûëî ÿñíî, ÷òî îíà êîððåêòíî îïèñûâà-
åò îãðîìíûé îáúåì ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè. Âïëîòü äî íàñòîÿùå-
ãî âðåìåíè íå îáíàðóæåíî êàêèõ-ëèáî îòêëîíåíèé îò ïðåäñêàçàíèé êâàí-
òîâîé òåîðèè (ðàçóìååòñÿ, â ïðåäåëàõ åå ïðèìåíèìîñòè), ïðè÷åì â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èí ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö) ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ äàåò ðåêîðäû òî÷íîñòè. Îäíàêî, Ýéíøòåéí ñ÷èòàë, ÷òî ýòà
òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ `íå îêîí÷àòåëüíîé', ÷òî âîçìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå îïè-
ñàíèå ìèðà, òàêîå, ÷òî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ôîðìóëû áóäóò ñëåäîâàòü èç
íåãî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Íåïðèÿòèå êâàíòîâîé ôèçèêè Ýéíøòåéíîì áû-
ëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åå ïðåäñêàçàíèÿ ðåçóëüòàòîâ
èçìåðåíèé íîñÿò ïðèíöèïèàëüíî âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Çíàìåíèòà ñêà-
çàííàÿ ïî ýòîìó ïîâîäó ôðàçà Ýéíøòåéíà `Áîã íå èãðàåò â êîñòè'6. `Îêîí-
÷àòåëüíàÿ' òåîðèÿ, êîòîðóþ ñòðåìèëñÿ ïîñòðîèòü Ýéíøòåéí, äîëæíà áûëà
áûòü ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèñòè÷åñêîé, òî åñòü ñâîáîäíîé îò âåðîÿòíîñòíîãî
âûáîðà. Ìû êîñíåìñÿ ýòèõ âîïðîñîâ â õîäå êóðñà. Ñåé÷àñ æå âàæíî îò-
ìåòèòü, ÷òî íåâîçìîæíîñòü äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áûëà â êîíöå-
êîíöîâ óñòàíîâëåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïóòåì ïðîâåðêè òàê íàçûâàåìûõ
íåðàâåíñòâ Áåëëà (J.S. Bell, 1964). Ïî-âèäèìîìó, ýòè ñîáûòèÿ ñëåäóåò ñ÷è-
òàòü îêîí÷àòåëüíûìè â èñòîðèè âîçíèêíîâåíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè.

6Óñòîÿâøèéñÿ ïåðåâîä íå áóêâàëüíûé, íî âåðíî îòðàæàåò ñóòü ñëîâ Ýéíøòåéíà.
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1.6 Îïûòû Þíãà, Âèíåðà è äðóãèå ñâèäåòåëü-

ñòâà âîëíîâîé ïðèðîäû ñâåòà

Ïðîäîëæèì îáñóæäåíèå êâàíòîâ ñâåòà � ôîòîíîâ. Ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿ-
åò èíòåðïðåòèðîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î
òîì, ÷òî ñâåò îáëàäàåò êàê âîëíîâûìè, òàê è êîðïóñêóëÿðíûìè ñâîéñòâàìè.

Íà÷íåì ñî ñâèäåòåëüñòâ òîãî, ÷òî ñâåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíó ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðÿìûìè äîêàçàòåëüñòâàìè âîëíîâîé ïðèðîäû ñâåòà,
ïîëó÷åííûìè åùå â íà÷àëå XIX âåêà, ÿâèëèñü íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè
è äèôðàêöèè ñâåòîâûõ âîëí. Ïîäðîáíî ýòè ýêñïåðèìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ
â êóðñå îïòèêè, ìû æå òîëüêî êðàòêî îïèøåì èõ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â îïûòå Þíãà (Th. Young) ñâåò ïðîõîäèë ÷åðåç äâå ïàðàëëåëüíûõ ùåëè
â øèðìå, çà êîòîðîé ñòîÿë ýêðàí. Åñëè áû ñâåò ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ïîòîê ìà-
ëûõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö (êîðïóñêóë), íà ýêðàíå ïîÿâèëèñü áû äâå ïîëîñû,
îáðàçîâàííûå êîðïóñêóëàìè, ïðîøåäøèìè ÷åðåç êàæäóþ èç ùåëåé. Îäíà-
êî, â äåéñòâèòåëüíîñòè â îïûòàõ Þíãà íàáëþäàëàñü ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãèõ
ïîëîñ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà. Ðåçóëüòàò îïûòîâ Þíãà ëåãêî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü â âîëíîâîé òåîðèè, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðîøåäøèé ÷åðåç ùåëè
ñâåò áûë ïîðîæäåí îäíèì èñòî÷íèêîì è ïîýòîìó ïðîøåäøèå ÷åðåç ùåëè
ñâåòîâûå êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûìè, òî åñòü èìåþò ñîãëàñîâàí-
íóþ äðóã ñ äðóãîì ôàçó. Íà òåõ ó÷àñòêàõ ýêðàíà, ãäå ýòà ôàçà êðàòíà 2π,
íàáëþäàëàñü êîíñòðóêòèâíàÿ èíòåðôåðåíöèÿ � àìïëèòóäû âîëí ñêëàäû-
âàëèñü. Â ýòèõ ìåñòàõ íàáëþäàëèñü ñâåòëûå ïîëîñû. Íà äðóãèõ æå ó÷àñòêàõ
èíòåðôåðåíöèÿ áûëà äåñòðóêòèâíîé � âîëíû âçàèìîâû÷èòàëèñü, è íàáëþ-
äàëèñü òåìíûå ïîëîñû. Ñõîæèå ýêñïåðèìåíòû áûëè ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò
íåçàâèñèìî ïîñòàâëåíû Ôðåíåëåì (A.-J. Fresnel).

Â ïîñòàâëåííûõ çíà÷èòåëüíî ïîçæå (1890) îïûòàõ Âèíåðà (O.Wiener)
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòðàæåííûé çåðêàëîì ñâåò îáðàçóåò ñòîÿ÷óþ âîëíó.
Â ñòîÿ÷åé âîëíå ó÷àñòêè êîíñòðóêòèâíîé è äåñòðóêòèâíîé èíòåðôåðåíöèè
÷åðåäóþòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü õîäà ñâåòîâîãî ëó÷à (à íå ïîïåðåê, êàê ýòî
áûëî ó Þíãà è Ôðåíåëÿ). Îñíîâíàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ òðóäíîñòü ñîñòîÿëà
â òîì, ÷òî ïåðèîä ÷åðåäîâàíèÿ ýòèõ ó÷àñòêîâ ñîñòàâëÿåò äîëè äëèíû âîëíû
ñâåòà, òî åñòü îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ìèêðîíà. Âèíåð ðåøèë ïðîáëåìó, ðàñïî-
ëîæèâ òîíêóþ ôîòîïëàñòèíêó ïîä î÷åíü ìàëûì óãëîì ê ïëîñêîñòè çåðêàëà
� ïðè ýòîì ïåðèîä òåìíûõ è ñâåòëûõ ïîëîñ, ïîÿâèâøèõñÿ íà ïëàñòèíêå
ïîñëå ïðîÿâëåíèÿ, îêàçàëñÿ ðàâåí ïåðèîäó ñòîÿ÷åé âîëíû, äåëåííîìó íà
(ìàëóþ) âåëè÷èíó ñèíóñà óãëà íàêëîíà ïëàñòèíêè, è Âèíåð ñìîã óâèäåòü
÷åðåäóþùèåñÿ ïîëîñû â ìèêðîñêîï.

Âîîáùå ãîâîðÿ, âî âðåìåíà Âèíåðà óáåæäàòü êîãî áû òî íè áûëî â âîëíî-
âîé ïðèðîäå ñâåòà íå òðåáîâàëîñü. Îäíàêî, âàæíûì äëÿ íàñ ðåçóëüòàòîì åãî
îïûòîâ ÿâëÿëîñü äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî ïîòåìíåíèå ôîòîýìóëüñèè
ñâÿçàíî ñ âîëíîâûìè ñâîéñòâàìè ñâåòà � ëîêàëüíîé âåëè÷èíîé ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. C äðóãîé ñòîðîíû, ôîòîõèìè÷åñêèå
ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì êðàñíîé ãðàíèöû, ÷òî, âñïîìèíàÿ ðà-
áîòó Ýéíøòåéíà, ñëåäóåò ñâÿçàòü ñ êâàíòîâûìè ýôôåêòàìè. Òàêèì îáðà-
çîì, â äàííîì ñëó÷àå ñâåò ïðîÿâëÿåò îäíîâðåìåííî è êîðïóñêóëÿðíûå, è
âîëíîâûå ñâîéñòâà (ðàçóìååòñÿ, ñàì Âèíåð íè î ÷åì ïîäîáíîì íå äóìàë è
èíòåðïðåòèðîâàë ñâîè îïûòû â ÷èñòî âîëíîâîé ïàðàäèãìå).
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1.7 Ýôôåêò Êîìïòîíà

Ïî ìåðå ñòàíîâëåíèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè ñòàíîâèëîñü ÿñíî, ÷òî íàðÿäó ñ
âîëíîâûìè, ñâåò îáëàäàåò òàêæå êîðïóñêóëÿðíûìè ñâîéñâàìè (âñïîìíèòå
òåîðèþ ôîòîýôôåêòà è ôîðìóëó Ïëàíêà). Ïðÿìîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå äî-
êàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå ìîæåò âåñòè ñåáÿ êàê
ïîòîê ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè ýíåðãèåé è èìïóëüñîì êàæäàÿ,
áûëî ïîëó÷åíî Êîìïòîíîì (A. Kompton) â 1923 ãîäó. Êîìïòîí èññëåäîâàë
ðàññåÿíèå ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé ýëåêòðîíàìè âåùåñòâà. Ðåíòãåíîâñêèå ëó-
÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýëåêòðîìàãíèòíûå êîëåáàíèÿ, ÷àñòîòà êîòîðûõ íà
íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàåò ÷àñòîòó ñâåòîâûõ âîëí âèäèìîãî äèàïàçîíà.

Êîìïòîí ïîêàçàë, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ýëåêòðîíîì ÷àñòîòà ðåíò-
ãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ â ñòîðîíó óìåíüøå-
íèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ âîëíîâîé òåîðèè ýòîò ýôôåêò ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáú-
ÿñíèìûì � èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ïðè ðàñ-
ñåÿíèè íà ýëåêòðîíå â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ìîæåò áûòü ñâÿçàíî òîëüêî ñ
äîïëåðîâñêèì ñäâèãîì èç-çà äâèæåíèÿ ýòîãî ýëåêòðîíà, îäíàêî îöåíêè âå-
ëè÷èíû äîïëåðîâñêîãî ñäâèãà â ýêñïåðèìåíòàõ Êîìïòîíà íà ìíîãî ïîðÿäêîâ
íå äîòÿãèâàþò äî ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàâøèõñÿ âåëè÷èí.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ æå êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé ñè-
òóàöèÿ âûãëÿäèò àáñîëþòíî ëîãè÷íî: ïðè ðàññåÿíèè ÷àñòü èìïóëüñà h̄ω/c è
ýíåðãèè h̄ω ôîòîíà ïåðåäàåòñÿ ýëåêòðîíó, è â ñèëó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèÿ (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ÷àñòîòà) ôîòîíà óìåíüøàåòñÿ. Çíàíèÿ çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü äëè-
íû âîëíû ðàññåÿííîãî ôîòîíà λ′ îò óãëà ðàññåÿíèÿ α. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè
ω, ω′ ÷àñòîòó ôîòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ, p,p′ � åãî èìïóëüñ, à ñèìâîëîì
pe � èìïóëüñ ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ (íà÷àëüíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíà ðà-
âåí íóëþ). Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â âèäå p−p′ = pe. Âîçâîäÿ
îáå ÷àñòè â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

p2
e = p′2 + p2 − 2p′p cos Θ, (1.3)

ãäå Θ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p,p′, òî åñòü óãîë, íà êîòîðûé ôîòîí îòêëî-
íèëñÿ îò èñõîäíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ; çäåñü è äàëåå âåêòîðà
â ôîðìóëàõ îáîçíà÷åíû æèðíûì øðèôòîì, à èõ àáñîëþòíûå âåëè÷èíû �
îáû÷íûì êóðñèâîì.

Ïîñêîëüêó, êàê áûëî ñêàçàíî, ÷àñòîòà ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ çíà÷è-
òåëüíî áîëüøå àòîìíûõ ÷àñòîò, õàðàêòåðíûå ýíåðãèè ðåíòãåíîâñêèõ êâàí-
òîâ (à çíà÷èò, è ýëåêòðîíîâ ïîñëå ðàññåÿíèÿ) çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò àòîì-
íûé ìàñøòàá. Ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ íàñòîëüêî
âåëèêà, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû. Ýíåðãèÿ ýëåê-
òðîíà â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ðàâíà Ee =

√
(mc2)2 + (pec)2. Ýíåðãèÿ æå

ôîòîíîâ h̄ω ëþáîé ÷àñòîòû ñâÿçàíà ñ èìóëüñîì ôîòîíà ëèíåéíûì ñîîòíî-
øåíèåì7 h̄ω = pc. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

pc− p′c =
√

(mc2)2 + (pec)2 −mc2. (1.4)

Âîçâåäåì ýòó ôîðìóëó â êâàäðàò, èçáàâèìñÿ îò èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïîñðåä-
ñòâîì ôîðìóëû (1.3), è çàìåíèì pc = h̄ω = h̄2πc/λ, p′c = h̄ω′ = h̄2πc/λ′ (ãäå

7Ýòó ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåëÿòèâèñòñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
ýíåðãèè, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî ìàññà ïîêîÿ ôîòîíà ðàâíà íóëþ
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λ, λ′ � äëèíà âîëíû ôîòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ). Íåñëîæíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïðèâîäÿò ê èòîãîâîé ôîðìóëå

λ′ − λ =
2πh̄

mc
(1− cos Θ) (1.5)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþ-
äåíèÿì. Êîìáèíàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò 2πh̄

mc íîñèò íàçâàíèå êîìï-
òîíîâñêîé äëèíû âîëíû.

1.8 Âîëíîâûå ïàêåòû

Ïåðåä òåì, êàê ïûòàòüñÿ ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ôîòîí, ñò�îèò íåìíîãî îáñóäèòü
ñâîéñòâà ñâåòà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Câåò â âàêóóìå åñòü ýëåêòðîìàã-
íèòíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ c, òî åñòü ÷àñòîòà ω è
âîëíîâîé âåêòîð k òàêîé âîëíû ñâÿçàíû çàêîíîì äèñïåðñèè ω(k) = ck. Ìî-
íîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà8 E(r) = Eei(kr−ω(k)t) � áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåííûé â
ïðîñòðàíñòâå îáúåêò, è íà ïåðâûé âçãëÿä ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàêèì îá-
ðàçîì â êâàíòîâîé ôèçèêå îíà ìîæåò ïðîÿâëÿòü ñâîéñòâà ÷àñòèöû - îáúåêòà,
õîðîøî ëîêàëèçîâàííîãî â ïðîñòðàíñòâå. Íî ýòà ïðîáëåìà, íà ñàìîì äåëå,
íåñóùåñòâåííàÿ. Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ñâåò òîæå ìîæíî ëîêàëèçîâàòü â
ïðîñòðàíñòâå, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ñóïåðïîçèöèþ ìíîæåñòâà ìîíîõðîìà-
òè÷åñêèõ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè.

Âûÿñíèì, ÷òî îçíà÷àåò òåðìèí `ñóïåðïîçèöèÿ' ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè-
êè. Åñëè áû âîëíîâîé âåêòîð ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ èç êàêîãî-ëèáî äèñêðåòíî-
ãî ìíîæåñòâà {kn}, ñëåäîâàëî áû çàïèñàòü ñóììó E(r) =

∑
nE(kn)ei(knr−ω(kn)t),

ãäå êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû E(kn) îïðåäåëÿþò, ñ êàêèì âåñîì è ñ êàêèìè
ôàçîâûìè ìíîæèòåëÿìè ðàçíûå âîëíû äàþò âêëàä â îáùåå çíà÷åíèå ïîëÿ.
Âåëè÷èíû E(kn) ìîæíî âçÿòü êàêèìè óãîäíî � ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü {E(kn)}
ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêè äîïóñòèìîé êîíôèãóðàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ. Êàê âû óçíàåòå èç êóðñà ýëåêòðîäèíàìèêè, ýòî óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùåå-
ñÿ îäíîé èç ôîðìóëèðîâîê ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè
îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.

Äëÿ ñâåòà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå âîëíîâîé âåêòîð ìåíÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì îáðàçîì, ïîýòîìó â çàïèñàííûõ âûøå âûðàæåíèÿõ ñóììó ñëåäóåò
çàìåíèòü èíòåãðàëîì. Ïî íåñóùåñòâåííûì äëÿ íàñ ñåé÷àñ ïðè÷èíàì â òà-
êèõ ôîðìóëàõ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïðèíÿòî ïèñàòü ìíîæèòåëü (2π)−D, ãäå
D � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðî-
èçâîëüíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ïëîñêèõ âîëí îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé9.

E(r) = (2π)−3

∫
E(k)ei(kr−ω(k)t)d3k, (1.6)

à â îäíîìåðíîì � âûðàæåíèåì

E(r) = (2π)−1

∫
E(k)ei(kr−ω(k)t)dk. (1.7)

8Â ýòîé è ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ ìû áóäåì ïèñàòü êîìïëåêñíûå âûðàæåíèÿ, ïîäðà-
çóìåâàÿ, ÷òî îò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàêòè÷åñêîé âåëè÷èíû ïîëÿ ñëåäóåò âçÿòü èõ äåéñòâè-
òåëüíóþ ÷àñòü. Ýòî ñòàíäàðòíûé ïðèåì, ñèëüíî óïðîùàþùèé çàïèñü.

9Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîäêîâàííûõ ñëóøàòåëåé çàìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò, ðàçóìååòñÿ,
ïðîñòî î Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèè èç k â r ïðîñòðàíñòâî.
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Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîìåðíîé ñèñòåìû.
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ëþáîé âèä ôóíêöèè E(k) ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè äî-
ïóñòèìûì. Ðàññìîòðèì E(k), èìåþùóþ âèä ãàóññîâà ïèêà, óìíîæåííîãî íà

îñöèëëèðóþùóþ ôóíêöèþ: E(k) = Ee
− (k−k0)2

2(∆k)2
−ikr0 . Âåëè÷èíû ∆k è k0 îïðå-

äåëÿþò øèðèíó è ïîëîæåíèå ãàóññîâà ïèêà â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë,
âåëè÷èíà r0 � ÷àñòîòó îñöèëëÿöèé. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â ôîðìóëó
(1.7) è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íóëåâîé ìîìåíò âðå-
ìåíè, t = 0. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ

E(r) ∝ Eeik0(r−r0)− (∆k)2(r−r0)2

2 . (1.8)

Äàâàéòå îáñóäèì, ÷òî ó íàñ ïîëó÷èëîñü. Åñëè âåëè÷èíà ∆k äîñòàòî÷íî ìà-
ëà, ïîëå âáëèçè òî÷êè r0 íàïîìèíàåò ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì k0. Îäíàêî, ïðè óäàëåíèè îò ýòîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèå, ìíîãî
áîëüøåå 1/∆k ýêñïîíåíòà áûñòðî ñïàäàåò, òî åñòü ïîëå ïàäàåò ïî÷òè äî
íóëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ðàññìîòðåííîì íàìè ñëó÷àå ïîëå ëîêàëèçîâàíî
â ïðîñòðàíñòâå � â îáëàñòè ðàçìåðîì ïîðÿäêà ∆R = 1/∆k âáëèçè òî÷êè
r0! Ðàññìîòðèì äàëåå, êàê ýòà êàðòèíà áóäåò ìåíÿòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Âíîâü âûïèñûâàÿ ôîðìóëû, íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî âûâîä äëÿ t, íå ðàâíîãî
íóëþ, îòëè÷àåòñÿ îò ïðîäåëàííîãî âûøå òîëüêî çàìåíîé r0 → r0 − ct.

Ìû âèäèì, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôîðìà ïèêà ñîõðàíÿåòñÿ, ìåíÿåòñÿ
òîëüêî ïîëîæåíèå òî÷êè, îêîëî êîòîðîé ïîëå ëîêàëèçîâàíî. Î òàêîì ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåìñÿ èìïóëüñå ãîâîðÿò êàê î âîëíîâîì ïàêåòå. Ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà â âàêóóìå îæèäàåìî îêàçàëàñü
ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà.

1.9 Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé

Èòàê, ãàóññîâ âîëíîâîé ïàêåò ëîêàëèçîâàí â ïðîñòðàíñòâå ñ òî÷íîñòüþ ∆R =
1/∆k, ãäå ∆k � øèðèíà ãàóññîâà ïèêà â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ÷èñåë. Èíû-
ìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî, ÷òîáû äîñòè÷ü ëó÷øåé ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëè-
çàöèè âîëíîâîãî ïàêåòà, åãî íåîáõîäèìî ñäåëàòü áîëåå `ðàçìàçàííûì' ïî
âîëíîâûì ÷èñëàì. È íàîáîðîò, åñëè ìû õîòèì ñîáðàòü ïàêåò èç óçêîé ñïåê-
òðàëüíîé ïîëîñû (òî åñòü, èñïîëüçîâàòü ìàëåíüêóþ ∆k), ïðèõîäèòñÿ æåðò-
âîâàòü åãî ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèåé. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü î íåîïðåäå-
ëåííîñòè êîîðäèíàòû è âîëíîâîãî âåêòîðà. Äëÿ ãàóññîâà ïàêåòà ïðîçâåäå-
íèå ýòèõ íåîïðåäåëåííîñòåé ðàâíî 1.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ïàêåòîâ ñ íåãàóññîâîé ôîðìîé îãèáàþùåé çíà-
÷åíèå ∆R∆k îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû. Íàïðèìåð, ìîæíî ñîñòàâèòü ïàêåò èç
äâóõ îäèíàêîâûõ ïî ôîðìå, íî íàõîäÿùèõñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà
ãàóññîâûõ èìïóëüñîâ. Ó òàêîãî îáðàçîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòü âîëíîâîãî
âåêòîðà ñîâïàäàåò ñ ∆k äëÿ êàæäîãî èç èìïóëüñîâ, à âîò íåîïðåäåëåííîñòü
êîîðäèíàòû îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè è ìîæåò áûòü ñêîëü-
óãîäíî áîëüøîé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ãàóññîâà ôîðìà ïàêåòà äîñòàëÿåò
ìèíèìóì ïðîèçâåäåíèþ ∆R∆k, òî åñòü äëÿ ïàêåòà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

∆R∆k ≥ 1. (1.9)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííî-
ñòåé äëÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ. Äðóãîå èç ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè ìîæ-
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íî ïîëó÷èòü, ïîïðîñòó óìíîæèâ è ðàçäåëèâ ëåâóþ ÷àñòü (1.9) íà âåëè÷èíó
ñêîðîñòè ñâåòà. Âåëè÷èíà ∆t = ∆R/c åñòü õàðàêòåðíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå
ïàêåò ïðîëåòàåò ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, òî åñòü ôàêòè÷åñêè íåîïðåäåëåí-
íîñòü âðåìåíè åãî `ïðèáûòèÿ' â ýòó òî÷êó. Âåëè÷èíà æå ∆ω = c∆k � ýòî,
î÷åâèäíî, íåîïðåäåëåííîñòü ÷àñòîòû âîëíîâîãî ïàêåòà. Ìû ïîëó÷àåì

∆t∆ω ≥ 1. (1.10)

Ìû óñòàíîâèëè ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòå-
ìû. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ òàêèìè æå, òîëüêî ñîîòíî-
øåíèå (1.9) îòíîñèòñÿ ê êàæäîé èç òðåõ ïðîåêöèé ïî-îòäåëüíîñòè: ∆x∆kx ≥
1, ∆y∆ky ≥ 1, ∆z∆kz ≥ 1,.

1.10 Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ ôî-

òîíîâ

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ôîòîíû. Ñëåäóÿ
Ýéíøòåéíó, áóäåì ïîíèìàòü ôîòîí êàê âîëíîâîé ïàêåò, ýíåðãèÿ êîòîðîãî
ðàâíà h̄ω. Êîíå÷íî, íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå î ôîòîíàõ
õîòü â êàêîé-òî ìåðå ÿâëÿåòñÿ èõ ñòðîãèì îïðåäåëåíèåì. Îäíàêî, åãî äî-
ñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîðàññóæäàòü î ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå ôîòîíîâ, äà
è îá îñîáåííîñòÿõ êâàíòîâîé ôèçèêè âîîáùå.

Ïðåæäå âñåãî, ó ýíåðãèè ôîòîíà E = h̄ω, î÷åâèäíî, èìååòñÿ íåîïðå-
äåëåííîñòü, âûòåêàþùàÿ èç íàëè÷èÿ íåîïðåäåëåííîñòè ÷àñòîòû âîëíîâîãî
ïàêåòà.

∆t∆E ≥ h̄. (1.11)

Åñòü êâàíòîâûé àíàëîã è ó ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé `êîîðäèíàòà-
âîëíîâîå ÷èñëî'. Èç êóðñà ýëåêòðîäèíàìèêè âû óçíàåòå, ÷òî èìïóëüñ ñâåòî-
âîé âîëíû ðàâåí åå ýíåðãèè, äåëåííîé íà ñêîðîñòü ñâåòà. Ïîýòîìó íåîïðå-
äåëåííîñòü èìïóëüñà ∆p = ∆E/c. Âñïîìèíàÿ òàêæå ôîðìóëó ∆t = ∆R/c,
êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè ïðè âûâîäå (1.10), çàêëþ÷àåì

∆R∆p ≥ h̄. (1.12)

Êàê ìû óçíàåì â õîäå ñëåäóþùèõ ëåêöèé, ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòåé (1.11, 1.12) â êâàíòîâîé òåîðèè îòíîñÿòñÿ íå òîëüêî ê ôîòîíàì, íî
è ê äðóãèì îáúåêòàì, â ÷àñòíîñòè, ê ýëåìåíòàðíûì ÷àñòèöàì ñ íåíóëåâîé
ìàññîé ïîêîÿ. Íàëè÷èå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé � îäíî èç ïðèíöè-
ïèàëüíûõ îòëè÷èé êâàíòîâîé ôèçèêè îò êëàññè÷åñêîé.

Èçëèøíå íàïîìèíàòü, ÷òî ôèãóðèðóþùèå â óðàâíåíèÿõ êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ÷àñòèöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ôîðìàëüíî ìîæíî çàäàòü îäíîâðåìåííî ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ.

1.11 Çàêîí Âèíà

Ïðåäñòàâëåíèå î ôîòîíàõ êàê î âîëíîâûõ ïàêåòàõ, íåñóùèõ îïðåäåëåííóþ
ïîðöèþ ýíåðãèè, ïîçâîëÿåò `ïðèìèðèòü' ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ñâèäå-
òåëüñòâóþùèõ î íàëè÷èè ó ñâåòà âîëíîâûõ è êîðïóñêóëÿðíûõ ñâîéñòâ. Â
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÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ Þíãà è Âèíåðà ìîæíî îáúÿñíèòü,
åñëè ïðèíÿòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü çàðåãèñòðèðîâàòü ôîòîí â äàííîé òî÷êå
ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â ýòîé òî÷êå (òàêîå îïèñàíèå èíî-
ãäà íàçûâàþò êîðïóñêóëÿðíîé èíòåðïðåòàöèåé ñîîòâåòñòâóþùèõ îïûòîâ).
Ïðåäñòàâëåíèå î êâàíòîâàíèè ýíåðãèè ïðè ïîãëîùåíèè ñâåòà ïîçâîëÿåò îáú-
ÿñíèòü íàëè÷èå êðàñíîé ãðàíèöû ôîòîýôôåêòà è ðîäñòâåííûå ÿâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, áîëåå ïîäðîáíî îáúÿñíåíèå ôîðìóëû Ïëàíêà. Íàø
âûâîä áóäåò îñíîâàí íà ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííîñòåé. Òî÷íûå âûðàæå-
íèÿ íàì ïîëó÷èòü ïîêà íå óäàñòñÿ, íî îñíîâíûå ÷åðòû ôîðìóë óñòàíîâèòü
ìû ñìîæåì.

Èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå. Ðàç óæ êîîðäèíàòà è èì-
ïóëüñ ôîòîíà â òî÷íîñòè íå èçâåñòíû, ìû, î÷åâèäíî, íå âñåãäà ñìîæåì ðàç-
ëè÷èòü äâà ôîòîíà � íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëèáî èõ êîîðäèíàòû ðàçëè÷àëèñü
áîëüøå, ÷åì íà ∆R, ëèáî èìïóëüñû � áîëüøå, ÷åì íà ∆p.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé îáúåì V , êîòîðûé ìû áóäåì `íàñåëÿòü' ôîòîíà-
ìè. Äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà, â ýòîì îáúåìå ïîìåùàåòñÿ ïîðÿäêà
V (∆R)−3 ðàçëè÷íûõ ïî êîîðäèíàòå ôîòîíîâ. Äàâàéòå îïðåäåëèì òåïåðü,
ñêîëüêî ôîòîíîâ ìîãóò èìåòü çàäàííóþ ÷àñòîòó, òî÷íåå, ÷àñòîòó, íàõîäÿ-
ùóþñÿ â íåáîëüøîì èíòåðâàëå [ω, ω + ∆ω). Ïîñêîëüêó ω = c|p|/h̄, ìîäóëü
èìïóëüñà ôîòîíà äîëæåí ëåæàòü â èíòåðâàëå h̄ω/c, h̄(ω + ∆ω)/c. Óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ, î÷åâèäíî �
øàðîâîé ñëîé ïëîùàäüþ 4π(h̄ω/c)2 è òîëùèíîé h̄∆ω/c. Â ýòîé îáëàñòè óìå-
ùàåòñÿ ïðèìåðíî (4πh̄3(ω/c)2)(∆ω/c)(∆p)−3 ðàçëè÷èìûõ çíà÷åíèé èìïóëü-
ñà. Ïåðåìíîæàÿ ýòó âåëè÷èíó íà ÷èñëî ôîòîíîâ, ðàçëè÷èìûõ ïî êîîðäèíà-
òå ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè èìïóëüñà, ïîëó÷àåì èñêîìîå ÷èñëî ðàçëè÷èìûõ

ôîòîíîâ ñ ýíåðãèåé, ëåæàùåé â çàäàííîì èíòåðâàëå: 4πω2∆ω
c3 V (ìû ó÷ëè,

÷òî ∆R∆p ≈ h̄)10. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â êîíå÷íóþ ôîðìóëó íå âîøëè
âåëè÷èíû ∆R,∆p. Ýòî î÷åíü õîðîøî, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû
îêàçàëèñü áû â çàòðóäíåíèè � âåëè÷èí íåîïðåäåëåííîñòåé ìû íå çíàåì.

Ñëåäóåò îáñóäèòü òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ñäå-
ëàííûå îöåíêè íå ïîçâîëÿþò óâåðåííî ãîâîðèòü î âåëè÷èíå ÷èñëåííîãî êî-
ýôôèöèåíòà � íåâîçìîæíî ñêàçàòü, íà êàêîì òî÷íî ðàññòîÿíèè äâà ôîòî-
íà ñòàíîâÿòñÿ íåðàçëè÷èìûìè, ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü, ÷òî îíî ïîðÿä-
êà ∆R. Îäíàêî, õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îòâåòà îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è ìû
äîëæíû áûëè ïîëó÷èòü ïðàâèëüíî. ×òîáû îòðàçèòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî,
äàëåå áóäåì ïèñàòü ôîðìóëû áåç ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà (êîòîðûé ìû
âñå ðàâíî íå çíàåì), à âìåñòî íåãî áóäåì ñòàâèòü ñèìâîë ∼.

Ìû îïðåäåëèëè, êàêîå îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷èìûõ ôîòîíîâ â çàäàí-
íîì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü â ñèñòåìå. Òåïåðü íàäî
ïîíÿòü, ñêîëüêî èõ åñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå.
Ïîÿâëåíèå íîâîãî ôîòîíà óâåëè÷èâàåò ýíåðãèþ ñèñòåìû íà âåëè÷èíó h̄ω.
Èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü ñèñòåìó â
òîì èëè èíîì ñîñòîÿíèè ïðîïîðöèîíàëüíà e−E/kT , ãäå E � ýíåðãèÿ ýòî-
ãî ñîñòîÿíèÿ, kT � ïðîèçâåäåíèå ïîñòîÿííîé Áîëüöìàíà íà òåìïåðàòóðó.
Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ ôîòîíà ñ çàäàííûìè èìïóëüñîì è êîîðäèíà-
òîé â e−h̄ω/kT ðàç ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü åãî îòñóòñòâèÿ. Ïîñêîëüêó ìû
ðàññìàòðèâàåì âûñîêî÷àñòîòíóþ àñèìïòîòèêó, e−h̄ω/kT � 1, òî åñòü âåðî-
ÿòíîñòü âñòðåòèòü ôîòîí ñ çàäàííûìè èìïóëüñîì è êîîðäèíàòîé ìàëà. Ïî

10Ïîëó÷èâøàÿñÿ âåëè÷èíà � íå ÷òî èíîå, êàê ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ôîòîííûõ ìîä.
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ýòîé ïðè÷èíå ìû âîâñå ïðåíåáðåãàåì âåðîÿòíîñòüþ âñòðåòèòü â îäíîì ñî-
ñòîÿíèè ñðàçó íåñêîëüêî ôîòîíîâ. Ñ ýòèìè îãîâîðêàìè, ïîëó÷àåì îöåíêó
îáùåãî êîëè÷åñòâà ôîòîíîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ â çàäàííîì ÷àñòîòíîì èíòåð-

âàëå: ∼ ω2∆ω
c3 e−h̄ω/kTV .

Îñòàëîñü ïåðåéòè îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ôîòîíîâ â ïîëîñòè ê ïîòîêó
ýíåðãèè, èçëó÷àåìûõ åäèíèöåé ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íàãðåòîãî òåëà. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîëîñòü ñ íàãðåòûìè ñòåíêàìè. ßñíî, ÷òî âñå ôîòîíû â ñëîå âáëè-
çè ñòåíêè, ëåòÿùèå îò íåå, èñïóùåíû ýòîé ñòåíêîé. ×èñëî ýòèõ ôîòîíîâ â

ñëîå òîëùèíîé l îêîëî ñòåíêè ïëîùàäüþ S, ñîñòàâëÿåò ∼ ω2∆ω
c3 e−h̄ω/kTS.

Îíè èñïóùåíû çà âðåìÿ l/c (ìû íå èíòåðåñóåìñÿ ÷èñëåííûì êîýôôèöèåí-
òîì, ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî äóìàòü, ÷òî âñå ôîòîíû âûëåòàþò ïîä
íîðìàëüþ ê ñòåíêå). Òàêèì îáðàçîì, â åäèíèöó âðåìåíè åäèíèöà ïëîùàäè

ñòåíêè èñïóñêàåò ∼ ω2∆ω
c2 e−h̄ω/kT lS ôîòîíîâ, ñ ýíåðãèåé h̄ω êàæäûé. Ïî-

òîê ýíåðãèè îò åäèíèöû ïëîùàäè íà åäèíè÷íûé ñïåêòðàëüíûé èíòåðâàë

îêàçûâàåòñÿ ðàâåí ∼ h̄ω3

c2 e
−h̄ω/kTS, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì Âèíà.

1.12 Âåðîÿòíîñòü â êâàíòîâîé òåîðèè

Ïðåäñòàâëåíèå î äèñêðåòíîì õàðàêòåðå èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ñâåòà ïîç-
âîëÿåò îáñóäèòü âàæíåéøèå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ âåðîÿòíîñòíîãî õàðàê-
òåðà ïðåäñêàçàíèé êâàíòîâîé òåîðèè.

Ðàññìîòðèì ìûñëåííî ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ëó÷ ñâåòà îòðàæàåòñÿ îò
ïîëóïðîçðà÷íîãî çåðêàëà, ïîñëå êîòîðîãî ñòîÿò äâà ôîòîäåòåêòîðà � îäèí
ðåãèñòðèðóåò ôîòîíû, ïðîøåäøèå ñêâîçü çåðêàëî, äðóãîé � îòðàæåííûå îò
íåãî. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî èñïîëüçóåìûå â ñîâðåìåííûõ îïòè÷åñêèõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ äåòåêòîðû � ôîòîóìíîæèòåëè � îñíîâàíû íà ðåãèñòðàöèè ýëåê-
òðîíîâ, âûáèâàåìûõ èç ìåòàëëà ïðè ôîòîýôôåêòå, ïîýòîìó, â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðèåé ôîòîýôôåêòà, ýòè äåòåêòîðû ðåãèñòðèðóþò èìåííî îòäåëüíûå
ôîòîíû.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì äóìàòü, ÷òî íà çåðêàëî ïàäàåò ðîâíî îäèí ôîòîí
(â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ëó÷ äîñòàòî÷íî ìàëîé
èíòåíñèâíîñòè, ÷òîáû ôîòîíû â íåì ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü ðåäêèìè), è ÷òî
äåòåêòîð âñåãäà ñðàáàòûâàåò, åñëè íà íåãî ïîïàë ôîòîí (â ðåàëüíîñòè âåðî-
ÿòíîñòü ñðàáàòûâàíèÿ äåòåêòîðà, íàçûâàåìàÿ êâàíòîâûì âûõîäîì, âñåãäà
ìåíüøå 1, íî ìû ïîêà íå áóäåì çàäóìûâàòüñÿ îá ýòîé ïðàêòè÷åñêîé òðóä-
íîñòè).

Âåðîÿòíî, êàæäûé ñðàçó ñîãëàñèòñÿ, ÷òî ñðàáîòàòü â íàøåì ýêñïåðèìåí-
òå ìîæåò òîëüêî îäèí èç äåòåêòîðîâ � îäíîâðåìåííîå ñðàáàòûâàíèå îáîèõ
îçíà÷àëî áû, ÷òî ïîäàííûé íà âõîä óñòàíîâêè ôîòîí ïðåâðàòèëñÿ â äâà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Åñëè ïîâòîðÿòü ýêñïåðèìåíò
ìíîãîêðàòíî, èíîãäà ñðàáàòûâàòü áóäåò îäèí äåòåêòîð, à èíîãäà � âòîðîé
(çåðêàëî âåäü ïîëóïðîçðà÷íîå!) Çíà÷èò, â íàøåì ýêñïåðèìåíòå ôîòîí ïðî-
õîäèò ñêâîçü çåðêàëî ñ îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñðàçó âîçíèêàåò ìíî-
æåñòâî âîïðîñîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ êàêóþ-íèáóäü äîïîëíèòåëüíóþ èí-
ôîðìàöèþ î ôîòîíå èëè î çåðêàëå, íàâåðíÿêà óçíàòü, êàêîé èìåííî èç äå-
òåêòîðîâ ñðàáîòàåò â äàííîì ýêñïåðèìåíòå? Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íàçû-
âàåòñÿ ãèïîòåçîé ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ. Ñòîðîííèêîì èìåííî ýòîé òî÷êè
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çðåíèÿ âûñòóïàë Ýéíøòåéí, ãîâîðÿ, ÷òî `Áîã íå èãðàåò â êîñòè'. Ïîâòîðÿ-
ÿñü, óêàæåì, ÷òî ýòà òî÷êà çðåíèÿ íåâåðíà � ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ñâîéñòâ
êâàíòîâûõ ñèñòåì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè
ýêñïåðèìåíòå, íîñÿò ïðèíöèïèàëüíî âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Âûáîð òîãî
èëè èíîãî èñõîäà ýêñïåðèìåíòà ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Ñëåäóþùèé âàæíûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, â êàêîé ìîìåíò ïðîèñõî-
äèò ýòîò âûáîð? Ïåðâûé ïðèõîäÿùèé â ãîëîâó îòâåò � íåïîñðåäñòâåííî â
ìîìåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà çåðêàëå � îêàçûâàåòñÿ íåïðàâèëüíûì. ×òîáû
ïîÿñíèòü, ïî÷åìó, ðàññìîòðèì îïûò, â êîòîðîì ëó÷ ñâåòà ìàëîé èíòåíñèâ-
íîñòè íàïðàâëÿþò íà ïîëóïðîçðà÷íîå çåðêàëî, à çàòåì, ñâîäÿ ïðè ïîìîùè
äðóãèõ çåðêàë îòðàæåííûé è ïðîøåäøèé çåðêàëî ëó÷, íàáëþäàþò èíòåð-
ôåðåíöèîííóþ êàðòèíó. Èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òî èíòåðôåðåíöèîííàÿ
êàðòèíà â òàêèõ ñèñòåìàõ íàáëþäàåòñÿ âñåãäà, è åå âèä íå çàâèñèò îò èí-
òåíñèâíîñòè âõîäíîãî ëó÷à. Åñëè áû âûáîð òðàåêòîðèè êàæäîãî èç ôîòîíîâ
â îòäåëüíîñòè ïðîèñõîäèë â ìîìåíò ðàññåÿíèÿ íà ïîëóïðîçðà÷íîì çåðêàëå,
äèôðàêöèîííîé êàðòèíû íå íàáëþäàëîñü áû � êàæäûé èç ôîòîíîâ ïðèõî-
äèë áû íà ýêðàí ïî îäíîé èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé, è íå èìåë áû íèêàêîé
èíôîðìàöèè î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîé � à ïàðàìåòðû äèôðàöèîííîé êàð-
òèíû îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè äâóõ òðàåêòîðèé â ñîâîêóïíîñòè. Äâà æå
ðàçëè÷íûõ ôîòîíà èíòåðôåðèðîâàòü äðóã ñ äðóãîì íå ìîãóò, ïîñêîëüêó îíè
îòäåëåíû äðóã îò äðóãà áîëüøèì èíòåðâàëîì âðåìåíè (òåì á�îëüøèì, ÷åì
ìåíüøå èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ëó÷à)11.

Ïðèõîäèòñÿ ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âûáîð îäíîãî èç âåðîÿòíûõ èñõîäîâ èç-
ìåðåíèÿ ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ñðàáàòûâàíèÿ ôîòîäåòåêòîðîâ, òî åñòü â ìî-
ìåíò èçìåðåíèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì â Êîïåíãàãåí-
ñêîé èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé òåîðèè, ÿâëÿþùåéñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
îáùåïðèíÿòîé (õîòÿ è íå åäèíñòâåííîé).

Óòâåðæäåíèå î âûáîðå îäíîãî èç èñõîäîâ â ìîìåíò èçìåðåíèÿ âëå÷åò
âåñüìà ñèëüíûå ïîñëåäñòâèÿ. Îíî ãîâîðèò, ÷òî ìîìåíò íà÷àëà ýêñïåðèìåí-
òà è ìîìåíòà âûáîðà ìîæåò îòäåëÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìîæåò ïðîèçîéòè ìíîæåñòâî ñîáûòèé, çàíèìà-
þùèõ ñêîëü óãîäíî áîëüøóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü. Íà ýòîì ïîñòðî-
åí ðÿä ïàðàäîêñîâ, íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïàðàäîêñ ñ
êîòîì Øðåäèíãåðà è òàê íàçûâàåìûé ïàðàäîêñ Ýéíøòåéíà-Ïîäîëüñêîãî-
Ðîçåíà (ÝÏÐ). Ýòè ïàðàäîêñû ìû îáÿçàòåëüíî îáñóäèì â êîíöå êóðñà.

11Â ýòîì ðàññóæäåíèè ìû ïðåäïîëàãàëè îòñóòñòâèå (èëè ìàëîñòü) êîððåëÿöèé ôîòî-
íîâ.
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Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèé

1.A Ôîðìóëà Ïëàíêà. Çàêîíû ôîòîýôôåêòà

Çàäà÷è.

1. Íàéòè ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà.
Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìóëó Ïëàíêà ïî ÷àñòîòå è ïðèðàâíèâàÿ

åå íóëþ, ïîëó÷àåì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå (3−x)ex = 3, x = h̄ω/kT . Åãî
ðåøåíèå ωmax ≈ 2.82kT/h̄. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 2-é çàêîí Âèíà äàåò áëèçêîå
çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà ωmax = 3kT/h̄.

2. Çàïèñàòü ôîðìóëó Ïëàíêà êàê ôóíêöèþ äëèíû âîëíû.
Ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Eωdω = Eλdλ, ïîëó÷àåì Eλ = Eω(λ)dωdλ =

4π2h̄c2

λ5(exp(2πh̄c/λkT )−1) .

3. Íàéòè äëèíó âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìóìó ñïåêòðà ñîëíå÷íîãî
èçëó÷åíèÿ.

4. Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, âûáèòîãî ñ ïîâåðõíîñòè àëþìèíèå-
âîãî êàòîäà (ðàáîòà âûõîäà Eout = 3.74 ýÂ) êâàíòîì ñâåòà áëèæíåãî ÓÔ-
äèàïàçîíà (λ = 300 íì).

1.B Ðàçìåðíîñòè. Àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö.

Â êëàññè÷åñêîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé ôèçèêå ìàñøòàáû çàäà÷è (ò.å. õàðàêòåð-
íûå ïàðàìåòðû òîé èëè èíîé ðàçìåðíîñòè) ìîãóò áûòü âåñüìà ðàçëè÷íû.
Ïîýòîìó íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ïðèâÿçûâàòü ñèñòåìó åäèíèö ê êàêèì-òî
õàðàêòåðíûì ìàñøòàáàì - âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ èñòîðè÷åñêè âîçíèê-
øèå ñèñòåìû åäèíèö ÑÈ è ÑÃÑ. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè-
íÿòî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó ÑÃÑ, êîòîðàÿ íå òðåáóåò ââåäåíèÿ ÷åòâåðòîé áà-
çîâîé ðàçìåðíîñòè äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ ýôôåêòîâ. Âìåñòî ýòî-
ãî ðàçìåðíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ âåëè÷èí âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìåõàíè÷åñêèå.
Íàïðèìåð, èç çàêîíà Êóëîíà F = q1q2/r

2 ïîëó÷àåì ðàçìåðíîñòü çàðÿäà â
ñèñòåìå ÑÃÑ [q] = M1/2 L3/2 T−1.

Îäíàêî íà óðîâíå ìèêðîìèðà ìàñøòàáû â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé êîìáèíàöèè íåñêîëüêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò. Ïîýòîìó
äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé ìèêðîìèðà óäîáíî ââåñòè ò.í. àòîìíóþ ñèñòåìó åäè-
íèö (ñèñòåìó Õàðòðè), âñå õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû â êîòîðîé âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç êîìáèíàöèè òðåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò - ïîñòîÿííîé Ïëàí-
êà, çàðÿäà è ìàññû ýëåêòðîíà. Íàïðèìåð, àòîìíûé ìàñøòàá äëèíû a0 =
h̄2/me2 ≈ 5.29∗10−9 ñì, êàê ìû â äàëüíåéøåì óâèäèì, äåéñòâèòåëüíî ñîîò-
âåòñòâóåò ðàäèóñó îðáèòû ýëåêòðîíà â àòîìå âîäîðîäà. Àíàëîãè÷íî, àòîì-
íûé ìàñøòàá ñêîðîñòè Va = e2/h̄ ≈ 2.19 ∗ 108 ñì/ñ äàåò îöåíêó âåëè÷èíû
ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ â àòîìå, à àòîìíûé ìàñøòàá ýíåðãèè - ïîðÿäîê âåëè-
÷èíû ðàáîòû âûõîäà.

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò íå òîëüêî äâèæåíèå ýëåêòðîíà â àòîìå, íî è åãî
âçàèìîäåéñòâèå ñ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé - òî ó íàñ â çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ
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äâà ìàñøòàáà ñêîðîñòè - àòîìíûé ìàñøòàá è ñêîðîñòü ñâåòà. Èõ îòíîøå-
íèå α = e2/h̄c ≈ 1/137 íàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû. Ýòî áåç-
ðàçìåðíûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ââåñòè èåðàðõèþ ìàñøòàáîâ. Íà-
ïðèìåð, íîâûé ìàñøòàá äëèíû α−1a0 äàåò íàì äëèíó âîëíû, èçëó÷àåìîé
ýëåêòðîíîì, äâèæóùèìñÿ ïî îðáèòå ñ ðàäèóñîì a0.

Çàäà÷è.

1. Íàéòè ðàçìåðíîñòè íàïðÿæåíèÿ è ñîïðîòèâëåíèÿ â ñèñòåìå ÑÃÑ.
2. Îöåíèòü õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ñèëû è ÷àñòîòû â àòîìíîé ñèñòåìå

åäèíèö.
3. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îöåíèòü ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ ýëåêòðî-

íà, äâèæóùåãîñÿ ïî îðáèòå àòîìà âîäîðîäà.
Ðåøåíèå. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà äîëæíà

çàâèñåòü îò âåëè÷èíû ýòîãî çàðÿäà è åãî óñêîðåíèÿ. Ïðè÷åì îò èõ çíàêà îíà
çàâèñåòü íå äîëæíà - ïîýòîìó â ôîðìóëó äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ äîëæíû
âõîäèòü ÷åòíûå ñòåïåíè âåëè÷èíû çàðÿäà è åãî óñêîðåíèÿ. Öåíòðîñòðåìè-
òåëüíîå óñêîðåíèå ýëåêòðîíà íà îðáèòå àòîìà âîäîðîäà îïðåäåëÿåòñÿ àòîì-
íûìè ìàñøòàáàìè äëèíû è ÷àñòîòû ẍ ∼ ω2

aa0. Ñîáèðàÿ èç êâàäðàòà óñêî-
ðåíèÿ, êâàäðàòà çàðÿäà è ñêîðîñòè ñâåòà âåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè ìîùíîñòè,
ïîëó÷àåì P ∼ e2ẍ2/c3 =e2ω4

aa
2
0/c

3 = α3ωaEa ≈ 0.7 ýðã/ñ.
4. Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îöåíèòü âðåìÿ èçëó÷åíèÿ àòîìîì âî-

äîðîäà ôîòîíà íà àòîìíîé ÷àñòîòå.
Ðåøåíèå.Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàõîäèì τ ∼ h̄ωa/P ≈

0.4 íñ.

1.C Èíòåãðàë Ôóðüå.

Ðàíåå ìû çàïèñàëè íåìîíîõðîìàòè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âèäå
âîëíîâîãî ïàêåòà, êîòîðûé ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ò.í. èí-
òåãðàëîì Ôóðüå. Èç øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå, è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ñî-
äåðæàò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîé ôóíêöèè. Íåïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðèîäè÷åñêóþ, ïåðèîä êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè. Íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà ïðè ýòîì áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ - ò.å.
â ðÿä áóäóò âõîäèòü âñå âîçìîæíûå ÷àñòîòû, ïîýòîìó ðÿä ïðåâðàòèòñÿ â
èíòåãðàë. Èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó, åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(t) = (2π)
−1
∫
f(ω)eiωtdω,

ãäå êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà f(ω) èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.
Åå ìîæíî íàéòè îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì12

f(ω) =

∫
f(t)e−iωtdt.

Ïóñòü èñòî÷íèê èñïóñêàåò êâàçèãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó E(t) = E0(t)eiω0t,
êîòîðóþ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ôóðüå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ

12Âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èñïîëüçóåìûé â ðàçëè÷íûõ êíèãàõ, ìîæåò íåìíîãî ðàç-
ëè÷àòüñÿ. Ìû ïîñòàâèëè êîýôôèöèåíò (2π)−1 ïåðåä ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì Ôóðüå, îäíà-

êî âàðèàíò, â êîòîðîì êîýôôèöèåíò (2π)−1/2 ñòàâÿò è ïåðåä ïðÿìûì, è ïåðåä îáðàòíûì
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå, òàêæå ðàñïðîñòðàíåí.
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âîëí ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè

E(t) ∼
∫
E0(ω)ei(ω0+ω)tdω.

Êàæäàÿ ÷àñòîòíàÿ êîìïîíåíòà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñâîåé ñêîðîñòüþ V (ω) =
c/n(ω). Êàê èçâåñòíî, äèñïåðñèþ ñâåòà â âåùåñòâå, ò.å. çàâèñèìîñòü ñêîðî-
ñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû èëè åå âîëíîâîãî âåêòîðà k(ω) = ωn(ω)/c îò
÷àñòîòû îáíàðóæèë åùå Íüþòîí. Ïîýòîìó ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ïà-
êåòà îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

E(t, x) ∼
∫
E0(ω)ei(ω0+ω)t−ik(ω0+ω)xdω.

Çàêîí äèñïåðñèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä îêîëî ω0:

k(ω0 + ω) = k(ω0) +
dk

dω
|
ω0

ω + ...

Òîãäà

E(t, x) ∼ eiω0

(
t− k(ω0)

ω0
x
) ∞∫
−∞

E0(ω)e
iω
(
t− dk

dω |ω0
x
)

+...
dω ≈ E0

(
t− x

Vg

)
e
iω0(t− x

Vph
)
,

Vph = ω/k - ôàçîâàÿ ñêîðîñòü, Vg = dω/dk - ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü. Ýòè
ñêîðîñòè ìîãóò äîâîëüíî ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ. Åñëè ó÷åñòü âûñøèå ïðîèç-
âîäíûå çàêîíà äèñïåðñèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàñïëûâàíèå âîëíîâîãî ïàêåòà.

1.D Êîãåðåíòíîñòü

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâåò - ðåçóëüòàò èçëó÷åíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà àòîìîâ.
Åñëè ðå÷ü èäåò î çâåçäå èëè ëàìïå íàêàëèâàíèÿ, òî äàæå åñëè àòîìû èç-
ëó÷àþò íà îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå - îíè íèêàê íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì,
ïîýòîìó èçëó÷àåìûå èìè âîëíû èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå ôàçû. Ýòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôàçà èçëó÷åííîãî òàêèì èñòî÷íèêîì ñâåòà ôëóêòó-
èðóåò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå ôàçà ñâåòîâîé
âîëíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî åãî øèðèíå
ñïåêòðà. Øèðèíà ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ àáñîëþòíî ÷åðíîãî òåëà ïî ôîðìóëå
Ïëàíêà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà åãî ñðåäíåé ÷àñòîòå - ïîýòîìó ôàçà
ñâåòà çâåçäû èëè ëàìïû íàêàëèâàíèÿ ñáèâàåòñÿ áóêâàëüíî íà ðàññòîÿíèè
íåñêîëüêèõ äëèí âîëíû.

Äâå âîëíû ñ îäíîé ÷àñòîòîé íàçûâàþò êîãåðåíòíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü
ôàç íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Òîëüêî òàêèå âîëíû ìîãóò èíòåðôåðèðîâàòü
äðóã ñ äðóãîì. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå âäîëü ëó÷à ñâåòà, íà êîòîðîì åãî
ôàçà íå óñïåâàåò ñëó÷àéíî èçìåíèòüñÿ, íàçûâàþò äëèíîé êîãåðåíòíîñòè.
Êàê ìû òîëüêî ÷òî âûøå ïîêàçàëè, äëèíà êîãåðåíòíîñòè ñâåòà çâåçäû ïî
ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà äëèíå âîëíû. Çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ äëèíó êîãå-
ðåíòíîñòè èìååò ëàçåðíîå èçëó÷åíèå - çà ñ÷åò òîãî, ÷òî â ëàçåðå âñå àòîìû
èçëó÷àþò íå íåçàâèñèìî.
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Ðèñ. 1.2: Îïðåäåëåíèå äëèíû êîãåðåíòíîñòè ñâåòîâîé
âîëíû ïðè ïîìîùè èíòåðôåðîìåòðà Ìàéêåëüñîíà-
Ìîðëè.

Äëÿ èçìåðåíèÿ äëè-
íû êîãåðåíòíîñòè ñâå-
òîâîãî ëó÷à èñïîëü-
çóþò èíòåðôåðîìåòð
Ìàéêåëüñîíà-Ìîðëè:
ëó÷ ñâåòà ðàçäåëÿåò-
ñÿ íà äâà ïðè ïî-
ìîùè ïîëóïðîçðà÷-
íîãî çåðêàëà. Êàæ-
äûé ëó÷ èäåò ïî ñâî-
åìó ïóòè, îòðàæàåò-
ñÿ îò ñâîåãî çåðêàëà è ñíîâà âîçâðàùàåòñÿ íàçàä. Îáà ëó÷à ñíîâà ñîåäè-
íÿþòñÿ íà òîì æå ïîëóïðîçðà÷íîì çåðêàëå - íî îò ðàçíèöû ïóòåé äî äâóõ
çåðêàë çàâèñèò, ñëîæàòñÿ ýòè äâà ëó÷à â ôàçå èëè â ïðîòèâîôàçå. Ïîýòîìó
ïðè ìåäëåííîì ñìåùåíèè îäíîãî èç çåðêàë èíòåíñèâíîñòü ñâåòà íà âûõî-
äå èíòåðôåðîìåòðà áóäåò îñöèëëèðîâàòü. Åñëè æå ðàçíèöà ïóòåé äî äâóõ
çåðêàë ñòàíåò áîëüøå äëèíû êîãåðåíòíîñòè - èíòåðôåðåíöèÿ ïðîïàäåò, è
èíòåíñèâíîñòü ñâåòà íà âûõîäå ïåðåñòàíåò çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ çåðêà-
ëà. Äëèíà êîãåðåíòíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ
ìåòðîâ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþò ïîïåðå÷íûé ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè
- êàê ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè âîëíîâîãî ôðîíòà âîëíû,
ìåæäó êîòîðûìè ðàçíîñòü ôàç îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Äëÿ èçìåðåíèÿ ðà-
äèóñà êîãåðåíòíîñòè èñïîëüçóþò èíòåðôåðîìåòð Þíãà. Ïðè ïðîõîæäåíèè
ïëîñêîé âîëíû ÷åðåç äâå òîíêèå ùåëè íà ýêðàíå çà ùåëÿìè âîçíèêàåò èí-
òåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà. Íî åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ùåëÿìè ïðåâûøàåò
ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè - èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà ïðîïàäàåò.
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Ðèñ. 1.3: Îïðåäåëåíèå ðàäèóñà êîãåðåíòíîñòè ñâåòî-
âîé âîëíû ïðè ïîìîùè èíòåðôåðîìåòðà Þíãà.

Îáëàñòü ïðîñòðàí-
ñòâà, èìåþùóþ ðàç-
ìåðû äëèíû è ðàäè-
óñà êîãåðåíòíîñòè, íà-
çûâàþò îáúåìîì êî-
ãåðåíòíîñòè. Ñ òî÷-
êè çðåíèÿ êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè êàæ-
äûé ôîòîí èíòåðôå-
ðèðóåò ñàì ñ ñîáîé. Ïîýòîìó îáúåì êîãåðåíòíîñòè îïðåäåëÿåò ãðàíèöû îá-
ëàñòè, â êîòîðîé ëîêàëèçîâàí îòäåëüíûé ôîòîí.

Çàäà÷è.

1. Íàéòè ïåðèîä èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû â îïûòå Þíãà - ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè íà ýêðàíå, íàõîäÿùåìñÿ íà ðàññòîÿíèè
L îò äâóõ ïàðàëëåëüíûõ òîíêèõ ùåëåé, ðàçäåëåííûõ ðàññòîÿíèåì d, íà êî-
òîðûå ïàäàåò ïëîñêàÿ ñâåòîâàÿ âîëíà.

2. Îöåíèòü ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè ñîëíå÷íîãî ñâåòà.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äâà àòîìà (A è B), èçëó÷àþùèå ñâåòîâóþ âîë-

íó, è äâå òî÷êè âîëíîâîãî ôðîíòà (G è F). Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â êàæ-
äîé èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ïîëåé, èñïóùåííûõ äâóìÿ àòî-
ìàìè. Ðàçíîñòü ôàç, ñ êîòîðîé ñêëàäûâàþòñÿ ïîëÿ äâóõ àòîìîâ â êàæ-
äîé èç ýòèõ äâóõ òî÷åê, îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîñòüþ ïóòåé îò ýòîé òî÷êè äî
êàæäîãî èç àòîìîâ: ∆ϕG = 2π(AG−BG)/λ, ∆ϕF = 2π(AF −BF )/λ. Äî

26



òåõ ïîð, ïîêà ýòè ðàçíîñòè ôàç áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ ìåíüøå, ÷åì íà π -
ïîëÿ â ýòèõ äâóõ òî÷êàõ áóäóò ôëóêòóèðîâàòü ñèíõðîííî. Òàêèì îáðà-
çîì, óñëîâèå êîãåðåíòíîñòè ñâåòà â ýòèõ äâóõ òî÷êàõ ∆ϕG − ∆ϕF ≤ λ/2 .

A

B

G

F

D r

Ðèñ. 1.4: Ê îöåíêå ðàäèóñà êîãåðåíòíîñòè ñîëíå÷íîãî
ñâåòà.

×åì áîëüøå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó àòîìà-
ìè A è B - òåì áûñò-
ðåå ýòî óñëîâèå áó-
äåò íàðóøåíî. Åñëè
îáà àòîìà íàõîäÿòñÿ
íà Ñîëíöå, òî ìàê-
ñèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó àòîìàìè
- ýòî äèàìåòð Ñîëí-
öà D = 1.4 ∗ 109 ì.
Îòñþäà íàõîäèì ðà-
äèóñ êîãåðåíòíîñòè
- ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè GF, ïðè êîòîðîì íàðóøàåòñÿ óñëîâèå êîãåðåíòíîñòè rc ∼ λL/D,
ãäå L = 150 ∗ 109 = 1 àñòð.åä.- ðàññòîÿíèå îò Ñîëíöà äî Çåìëè. Òàêèì îá-
ðàçîì, ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè ñîëíå÷íîãî ñâåòà rc ∼ 100λ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
äëèíà êîãåðåíòíîñòè ñîëíå÷íîãî ñâåòà lc ∼ λ, îáúåì êîãåðåíòíîñòè ñâåòà
Ñîëíöà èìååò ôîðìó áëèíà.

3. Îöåíèòü ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîíîâ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ â îáúåìå êî-
ãåðåíòíîñòè, åñëè ñîëíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ (èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ Ñîëíöà
íà îðáèòå Çåìëè) IS = 1.4 ∗ 106 ýðã/ñì2c.

Ðåøåíèå: N ∼ ISlcr
2
c

ch̄ω ≈ IS 104λ4

hc2 ≈ 0.02.
4. Îöåíèòü äàâëåíèå ñîëíå÷íîãî ñâåòà íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè.
5. Îöåíèòü êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ â îáúåìå êîãåðåíòíîñòè äëÿ ëàçåðíîé

óêàçêè (ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíà êîãåðåíòíîñòè l = 30 ñì, à ðàäèóñ êîãåðåíòíîñòè
ñîâïàäàåò ñ øèðèíîé ïó÷êà).

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé. Èåðàðõèÿ ìàñ-

øòàáîâ äëèíû.

1. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé, îöåíèòü ðàçìåð àòîìà âîäî-
ðîäà.

Ðåøåíèå: ýíåðãèÿ àòîìà E = −e2/r + p2/2m. Åñëè ∆p ∼ h̄/r, òî ìèíè-
ìóìó ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò r = a0 = h̄2/me2.

2. Íàéòè äëèíó ñâåòîâîé âîëíû, èçëó÷àåìîé ýëåêòðîíîì, âðàùàþùèìñÿ
âîêðóã ïðîòîíà ïî îðáèòå ñ ðàäèóñîì a0.

Ðåøåíèå: íàõîäÿ ÷àñòîòó âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà âîêðóã ïðîòîíà, ïîëó÷àåì
λ = c/ωa = α−1a0 ≈ 7.3 ∗ 10−7 ñì.

3. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé, îöåíèòü ìèíèìàëüíûé
ðàçìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ìîæåò áûòü ëîêàëèçîâàí îäèí ýëåêòðîí.

Ðåøåíèå.Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà íå ìîæåò ïðåâûøàòü åãî óäâî-
åííóþ ýíåðãèþ ïîêîÿ - ýòî ïðèâåäåò ê ðîæäåíèþ äîïîëíèòåëüíîé ýëåêòðîí-
ïîçèòðîííîé ïàðû. Îòñþäà ïîëó÷àåì (∆p)

2
/m ∼ mc2, λc ∼ h̄/∆p ∼

h̄/mc = αa0 ≈ 3.86 ∗ 10−11 ñì.
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4. Îöåíèòü èçìåíåíèå ñêîðîñòè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà â ðåçóëüòàòå ðàñ-
ñåÿíèÿ íà íåì ôîòîíà âèäèìîãî äèàïàçîíà.

5. Îöåíèòü �êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà� - ðàäèóñ øàðèêà, èìåþùåãî
çàðÿä ýëåêòðîíà, ñîáñòâåííàÿ êóëîíîâñêàÿ ýíåðãèÿ êîòîðîãî ðàâíà ìàññå
ïîêîÿ ýëåêòðîíà.

Ðåøåíèå: rc = e2/mc2 = α2a0 ≈ 2.82 ∗ 10−13 ñì.
6. Ñ÷èòàÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû âíå ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëü-

íîé ÿìû ïðåíåáðåæèìî ìàëîé, îöåíèòü ìèíèìàëüíóþ ãëóáèíó òàêîé ÿìû
øèðèíû d, ïðè êîòîðîé ÷àñòèöà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåé, íå âûñêàêèâàÿ.

Ðåøåíèå: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â
ÿìå íå ìîæåò áûòü áîëüøå øèðèíû ÿìû d. ×òîáû ÷àñòèöà íå âûñêàêèâàëà
èç ÿìû, åå ãëóáèíà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
÷àñòèöû Umin ∼ Ek = h̄2/2md2.

7. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé îöåíèòü ìèíèìàëüíóþ
ýíåðãèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Ðåøåíèå: Ýíåðãèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà W = kx2/2 + p2/2m.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç ñîîáðàæåíèé íåîïðåäåëåííîñòè p ≥ h̄/x, íàõîäèì åãî
ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ Wmin ∼ h̄ω, ω =

√
k/m.

8. Ïðåäñòàâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê ñîâîêóïíîñòè ãàðìîíè÷å-
ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, è ó÷åò èõ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè (ò.í. "íóëåâûõ ôëóêòóà-
öèÿ âàêóóìà") ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äâå ïàðàëëåëüíûå ìåòàë-
ëè÷åñêèå ïëàñòèíû äîëæíû ïðèòÿãèâàòüñÿ âñëåäñòâèå äàâëåíèÿ íóëåâûõ
ôëóêòóàöèé. Ýòîò ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ñèëîé Êàçèìèðà. Îöåíèòü äàâëåíèå
ñèëû Êàçèìèðà, äåéñòâóþùåå íà êàæäóþ èç äâóõ ïëàñòèí, íàõîäÿùèõñÿ íà
ðàññòîÿíèè a äðóã îò äðóãà, èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè.

Ðåøåíèå: Êðîìå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè â îòâåò îáÿçàíà âîéòè
ñêîðîñòü ñâåòà (ïîòîìó ÷òî ðå÷ü èäåò îá ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíàõ) è ïî-
ñòîÿííàÿ Ïëàíêà (ïîòîìó ÷òî îíà âõîäèò â ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ îñöèëëÿ-
òîðà). Ñîñòàâëÿÿ èç ýòèõ òðåõ âåëè÷èí êîìáèíàöèþ ðàçìåðíîñòè äàâëåíèÿ,
ïîëó÷àåì p ∼ h̄c/a4.
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Ãëàâà 2

Âîëíîâûå ñâîéñòâà ÷àñòèö.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.

29



Äî ýòîãî ìû ãîâîðèëè, â îñíîâíîì, î êâàíòîâûõ ñâîéñòâàõ ñâåòà. Íàïîì-
íèì, ãëàâíûì ñâèäåòåëüñòâîì íåêëàññè÷åñêîé ïðèðîäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñâåò, â çàâèñèìîñòè îò ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé ñèòóàöèè, ïðîÿâëÿåò êàê âîëíîâûå, òàê è êîðïóñêóëÿðíûå ñâîé-
ñòâà. Òåïåðü ìû îáñóäèì ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà òîãî, ÷òî ñõî-
æèì îáðàçîì âåäóò ñåáÿ è ìàòåðèÿ � ÷àñòèöû, îáðàçóþùèå àòîì (à èìåííî,
ýëåêòðîíû). Ýòè ýêñïåðèìåíòû, â òîì ÷èñëå, ñûãðàëè ðåøàþùóþ ðîëü â
ôîðìèðîâàíèè ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà êâàíòîâîé òåîðèè.
Ê ðàññìîòðåíèþ ýòîãî àïïàðàòà ìû çàòåì è ïåðåéäåì.

2.1 Ìîäåëü àòîìà Áîðà

Âåðíåìñÿ ê èñòîðèè ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé ôèçèêè. Ñëåäóþùèé ïîñëå ðàáîò
Ýéíøòåéíà âàæíûé øàã â ðàçâèòèè êâàíòîâîé ôèçèêè áûë ñäåëàí Íèëü-
ñîì Áîðîì (N. Bohr), êîòîðûé ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà
îïèñûâàåò ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå ñâîéñòâà íå òîëüêî ñâåòà, íî è ìàòåðèè.
Ðå÷ü èäåò î çíàìåíèòûõ ïîñòóëàòàõ Áîðà, ñôîðìóëèðîâàííûõ â 1913 ãîäó
è ïîçâîëèâøèõ îïèñàòü íàáëþäàåìûå ñâîéñòâà àòîìà âîäîðîäà. Áîð óæå
ïîëíîñòüþ ïîíèìàë óíèâåðñàëüíîñòü ïîñòîÿííîé Ïëàíêà (â åãî ñòàòüå îíà
òàê è íàçûâàåòñÿ � `óíèâåðñàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ'), à òàêæå âàæíîñòü ïîÿâëå-
íèÿ íîâîé øêàëû ìàñøòàáîâ, êîòîðóþ îí ïîäðîáíî îáñóæäàåò.

Âïëîòü äî 1911 ãîäà â ôèçèêå ãîñïîäñòâîâàëà ïðåäëîæåííàÿ Òîìñîíîì
(J.J. Thomson) ìîäåëü ñòðîåíèÿ àòîìà, òðàêòóþùàÿ åãî êàê íåêèé ïîëî-
æèòåëüíûé îñòîâ, ðàçìåð êîòîðîãî è ÿâëÿëñÿ ðàçìåðîì ñàìîãî àòîìà, â
êîòîðûé `âêðàïëåíû' ýëåêòðîíû (÷àñòî ýòî ìîäåëü íàçûâàëè `ïóäèíã ñ èçþ-
ìîì'). Âíóòðåííèõ ïðîòèâîðå÷èé â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè ýòà ìîäåëü
íå ñîäåðæàëà. Îäíàêî, â 1911 ãîäó ìîäåëü Òîìñîíà áûëà îïðîâåðãíóòà Ðå-
çåðôîðäîì (E. Rutherford) íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî ðàñ-
ñåÿíèþ α-÷àñòèö, ïîëó÷åííûõ ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì Ãåéãåðîì (H. Geiger)
è Ìàðñäåíîì (E. Marsden) â 1909 ãîäó. Ïðîëåòàÿ ñêâîçü òîíêóþ çîëîòóþ
ôîëüãó, èñïóñêàåìûå ðàäèåì α-÷àñòèöû, êàê ïðàâèëî, íå ðàññåèâàëèñü âî-
âñå, íî â íåáîëüøîì ïðîöåíòå ñëó÷àåâ ðàññåèâàëèñü íà äîâîëüíî áîëüøèå
óãëû. Ýòî îçíà÷àëî, ÷òî îáðàçåö ñîäåðæèò êîìïàêòíûå ðàññåèâàòåëè, çà-
íèìàþùèå íåáîëüøóþ äîëþ åãî îáúåìà. Ýëåêòðîíû â êà÷åñòâå òàêèõ ðàñ-
ñåèâàòåëåé âûñòóïàòü íå ìîãëè, ïîñêîëüêó â òî âðåìÿ óæå áûëî èçâåñòíî,
÷òî ìàññà ýëåêòðîíà ñóùåñòâåííî (ïðèìåðíî, íà 4 ïîðÿäêà) ìåíüøå ìàññû
α-÷àñòèöû � à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ ýëåêòðîíîì ìàññèâíàÿ
α-÷àñòèöà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò òðàåòîðèþ äâèæåíèÿ. Çíà÷èò, ðàññåÿíèå
ïðîèñõîäèò íà ÿäðàõ àòîìîâ, è ðàçìåð ýòèõ ÿäåð îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå ðàçìåðà àòîìà. Ýòîò âûâîä íàõîäèëñÿ â ÿâíîì ïðîòèâîðå÷èè
ñ ìîäåëüþ Òîìñîíà. Êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç óãëîâ ðàññåÿíèÿ ïîäòâåðäèë
êàðòèíó ðàññåÿíèÿ íà ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ ÿäðàõ àòîìîâ, è ïîçâîëèë
óñòàíîâèòü, ÷òî ðàçìåð ÿäðà íå ïðåâûøàåò 1/3000 ðàçìåðà àòîìà. Ñëåäî-
âàëî ïðèçíàòü, ÷òî ýëåêòðîíû äîëæíû îáðàùàòüñÿ âîêðóã ÿäðà. Íî òîãäà,
ïî çàêîíàì êëàññè÷åñêîé ôèçèêè, îíè äîëæíû áûëè èçëó÷àòü ýëåêòðîìàã-
íèòíûå âîëíû, êàê ëþáûå çàðÿäû, äâèæóùèåñÿ ñ óñêîðåíèåì. Âñëåäñòâèå
ýòîãî, ýíåðãèÿ `êëàññè÷åñêèõ' ýëåêòðîíîâ äîëæíà íåïðåðûâíî òåðÿòüñÿ, à
ñàìè îíè - ïàäàòü íà ÿäðî! Íè÷åãî ýòîãî, êîíå÷íî, â äåéñòâèòåëüíîñòè íå
ïðîèñõîäèò.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àòîìû äåéñòâèòåëüíî óäàâàëîñü çàñòàâèòü èçëó-
÷àòü ñâåò - íàïðèìåð, ïîäæèãàÿ â ãàçå ýëåêòðè÷åñêèé ðàçðÿä (òî åñòü, ãî-
âîðÿ ñîâðåìåííûì ÿçûêîì, ïåðåâîäÿ àòîìû â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå). Íî
ýòè ýêñïåðèìåíòû òîëüêî äîáàâëÿëè ïðîáëåì êëàññè÷åñêîé òåîðèè � ñïåê-
òðû èñïóñêàåìîãî àòîìàìè ñâåòà ñîñòîÿëè èç óçêèõ ëèíèé, òî åñòü èçëó-
÷åíèå ñâåòà ïðîèñõîäèëî òîëüêî íà ñòðîãî îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ. Â êëàñ-
ñè÷åñêîé æå êàðòèíå íèêàêèõ âûäåëåííûõ ÷àñòîò íåò � ñïåêòð èçëó÷åíèÿ
ãàçîâ äîëæåí áûòü íåïðåðûâíûì.

Ðàññóæäåíèÿ Áîðà îñíîâûâàëèñü íà ñëåäóþùåé ëîãèêå. Áîð ñ÷èòàåò, ÷òî
ïðè èñïóñêàíèè ôîòîíà ñ ÷àñòîòîé ω ýíåðãèÿ îáðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ÿäðà
ýëåêòðîíà ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì - íà âåëè÷èíó h̄ω. ×åìó æå äîëæíà áûòü ðàâ-
íà ÷àñòîòà èñïóùåííîãî ôîòîíà? Áîð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îíà äîëæíà áûòü
ïðîñòûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ êëàññè÷åñêîé ÷àñòîòîé Ω îáðàùåíèÿ ýëåêòðî-
íà ïî îðáèòå, íà êîòîðîé îí îêàçàëñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà. Èìåííî, Áîð
ïðåäïîëàãàåò ñâÿçü ω = Ω/2. Äëÿ ïðîñòîòû, Áîð ðàññìàòðèâàåò òîëüêî êðó-
ãîâûå îðáèòû. Ýòè óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò äîñòàòî÷íî æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ
íà òî, ñ êàêèì èìåííî ïåðèîäîì ýëåêòðîí ìîæåò îáðàùàòüñÿ âîêðóã ÿä-
ðà � âûêëàäêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçðåøåííûìè îêàçûâàþòñÿ îðáèòû, óãëî-
âîé ìîìåíò êîòîðûõ ðàâåí öåëîìó ÷èñëó ïîñòîÿííûõ Ïëàíêà, mωR2 = nh̄.
Òåîðèÿ Áîðà çàìå÷àòåëüíî âîñïðîèçâîäèëà çàêîíîìåðíîñòè ñïåêòðà àòîìîâ
âîäîðîäà. Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âûäåëåííûõ îðáèòàõ (èõ íàçûâàþò
îðáèòàëÿìè), ïî êîòîðûì äâèæåòñÿ ýëåêòðîí, ñîõðàíèëîñü äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè, õîòÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè îíî è ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçìåðíî
óïðîùåííûì.

Íàêîíåö, íåîáõîäèìî óïîìÿíóòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå â 1913 ãîäó Ã. Ìîçëè (H. Moseley) ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðà ðåíòãå-
íîâñêîãî èçëó÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè áîìáàðäèðîâêå àòîìîâ äîñòàòî÷íî
áûñòðûìè ýëåêòðîíàìè. Ýòî èçëó÷åíèå, î÷åâèäíî, èìåëî òó æå ïðèðîäó,
÷òî è îïòè÷åñêîå èçëó÷åíèå àòîìîâ, ïîñêîëüêó ðåíòãåíîâñêèé ñïåêòð ñî-
ñòîÿë èç óçêèõ ëèíèé (òåïåðü ìû çíàåì, ÷òî åãî âîçíèêíîâåíèå ñâÿçàíî ñ
ïåðåõîäàìè ýëåêòðîíîâ ìåæäó âíóòðåííèìè îáîëî÷êàìè; åãî íàçûâàþò õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì). Ìîçëè ïðîâåë ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ ñïåêòðà
ìíîãèõ ýëåìåíòîâ è óñòàíîâèë, ÷òî ïîëîæåíèå ñàìîé èíòåíñèâíîé ëèíèè
õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé:

h̄ω =
3

4

me4

2h̄2 (Z − 1)2. (2.1)

Çäåñü Z � íîìåð ýëåìåíòà â òàáëèöå Ìåíäåëååâà, îïðåäåëÿþùèé, êàê ìû
çíàåì òåïåðü, çàðÿä ÿäðà â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö. Çíà÷åíèå îòêðûòèÿ
Ìîçëè ñîñòîÿëî ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî îí âïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðî-
äåìîíñòèðèðîâàë ôèçè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü íîìåðà ýëåìåíòà â ïåðèîäè÷å-
ñêîé òàáëèöå. Êðîìå òîãî, ñòàëî ÿñíî, ÷òî òåîðèÿ Áîðà èìååò îòíîøåíèå
íå òîëüêî ê àòîìó âîäîðîäà, íî è ê àòîìàì îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ1. Èìåííî

1Ïîÿñíèì, â ÷åì ñîñòîèò ðàçëè÷èå ñïåêòðà àòîìà âîäîðîäà è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî èç-
ëó÷åíèÿ áîëåå òÿæåëûõ àòîìîâ. Ëèíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ,
î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, ñâÿçàíà ñ ïåðåõîäàìè ýëåêòðîíîâ ñ ïåðâîé âîçáóæäåííîé Áîðîâñêîé
îðáèòàëè íà îñíîâíóþ. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà âìåñòî ìíîæèòåëÿ (Z−1)2 ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôîðìóëà ñîäåðæèò Z2. Êàê ìû çíàåì òåïåðü, íà âíóòðåííèõ îðáèòàëÿõ àòîìîâ ñîäåð-
æèòñÿ ïî 2 ýëåêòðîíà. Â ýêñïåðèìåíòàõ Ìîçëè âíåøíèé (áûñòðûé) ýëåêòðîí âûáèâàë
îäèí èç ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà îñíîâíîé îðáèòàëè, ïîñëå ÷åãî åãî ìåñòî çàíèìàë
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ðàáîòû Ìîçëè ïðèâëåêëè èíòåðåñ ôèçè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ê ðåçóëüòàòàì
Ðåçåðôîðäà è Áîðà.

2.2 Âîëíîâûå ñâîéñòâà ÷àñòèö. Ãèïîòåçà äå Áðîé-

ëÿ è ýêñïåðèìåíò Äýâèññîíà-Äæåðìåðà

Âàæíåéøèé øàã â ïîíèìàíèè êâàíòîâîé ïðèðîäû ìàòåðèè áûë ñäåëàí â
1924 ãîäó Ëóè äå Áðîéëåì (L. de Broglie). Îí ïðåäïîëîæèë, ÷òî, ïîäîáíî
òîìó, êàê ñâåò ïðîÿâëÿåò êàê âîëíîâûå, òàê è êîðïóñêóëÿðíûå ñâîéñòâà, òàê
è ÷àñòèöû ìàòåðèè ìîãóò â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âåñòè ñåáÿ êàê âîëíû.
×àñòîòà è äëèíà âîëíû ýòèõ âîëí, ñîãëàñíî ãèïîòåçå äå Áðîéëÿ, îïðåäåëÿ-
åòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî è â ñëó÷àå ôîòîíîâ: h̄ω = E, h̄k = p, ãäå E è p
� ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è èìïóëüñ ÷àñòèöû. Ê ñâîèì âûâî-
äàì äå Áðîéëü ïðèøåë, ïûòàÿñü ïîíÿòü ïðèðîäó áîðîâñêèõ îðáèò ýëåêòðî-
íîâ â àòîìå. Â ïðåäïîëîæåíèè î âîëíîâîì õàðàêòåðå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà,
ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà íàõîäèëè î÷åíü ïðîñòîå òîëêîâàíèå: äâèæåíèå
ýëåêòðîíà ïî çàäàííîé îðáèòå âîçìîæíî, òîëüêî åñëè íà ýòîé îðáèòå óêëà-
äûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî äëèí âîëí ýëåêòðîíà. Ýòî ïðàâèëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó äëÿ äðóãèõ îðáèò èìååò ìåñòî äåñòðóêòèâíàÿ èí-
òåðôåðåíöèÿ âîëí, ïðîáåæàâøèõ ïî îðáèòå ðàçíîå êîëè÷åñòâî âèòêîâ, ÷òî
è îçíà÷àåò `ñàìîðàçðóøåíèå' îðáèòû. Âàæíî, ÷òî äå Áðîéëü íå îãðàíè÷è-
âàëñÿ èíòåðïðåòàöèåé ìîäåëè Áîðà, íî óòâåðæäàë, ÷òî âîëíîâûå ñâîéñòâà
äîëæíû áûòü õàðàêòåðíû äëÿ ïðèðîäû ýëåêòðîíîâ â öåëîì.

Ñâîè âûâîäû äå Áðîéëü èçëîæèë â âèäå äèññåðòàöèè. Èíòåðåñíî, ÷òî
÷ëåíû ó÷åíîãî ñîâåòà Ïàðèæñêîãî óíèâåðñèòåòà îòíåñëèñü ê íåé âåñüìà
êðèòè÷åñêè. Ïîëîæåíèå ñïàñëà ïîëîæèòåëüíàÿ ðåàêöèÿ Ýéíøòåéíà, êîòî-
ðîìó ðóêîïèñü áûëà íàïðàâëåíà íà ðåöåíçèþ. Â ñëåäóþùåì ãîäó ðàáîòà
äå Áðîéëÿ áûëà îïóáëèêîâàíà â âèäå ñòàòüè, à åùå ÷åðåç äâà ãîäà íàøëà
áëåñòÿùåå ïîäòâåðæäåíèå â ýêñïåðèìåíòå Äýâèññîíà (C. Davisson) è Äæåð-
ìåðà (L. Germer). Â ýòîì ýêñïåðèìåíòå, ïó÷åê ýëåêòðîíîâ áûë íàïðàâëåí
íà ïîâåðõíîñòü ìîíîêðèñòàëëà íèêåëÿ. Âîëíû äå Áðîéëÿ äèôðàãèðîâàëè
íà ðåøåòêå íèêåëÿ, ïîäîáíî òîìó, êàê ñâåò äèôðàãèðóåò íà îáû÷íîé äè-
ôðàêöèîííîé ðåøåòêå. ×òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèé äèôðàêöèè,
ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ (îêîëî 50 ýÂ) áûëà âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ îêàçàëàñü ñðàâíèìîé ñ ïåðèîäîì
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè íèêåëÿ (èíòåðåñíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ðåøåòêè
íèêåëÿ áûëè èçâåñòíû èç ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûõ ýêñïåðèìåíîâ ïî ðàññå-
ÿíèþ ðåíòãåíîâñèõ ëó÷åé). Ïåðåìåùàÿ äåòåêòîð ýëåêòðîíîâ, Äýâèññîí è
Äæåðìåð äåéñòâèòåëüíî îáíàðóæèëè äèôðàêöèîííûé ïèê, ïðè÷åì åãî óã-
ëîâîå ïîëîæåíèå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâîâàëî îæèäàíèÿì.

ýëåêòðîí ñ ïåðâîé îðáèòàëè (÷òî è ñîïðîâîæäàëîñü èñïóñêàíèåì ðåíòãåíîâñêîãî êâàíòà).
Ïðè ýòîì ïåðåõîäå, âòîðîé èç ýëåêòðîíîâ îñíîâíîé îðáèòàëè îñòàåòñÿ íà íåé è ÷àñòè÷-

íî ýêðàíèðóåò çàðÿä ÿäðà - ýôôåêòèâíî, ýëåêòðîí ñ ïåðâîé îðáèòàëè äâèæåòñÿ â ïîëå
ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà âåëè÷èíû Z − 1, à íå Z.
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2.3 Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

Îò ãèïîòåçû äå Áðîéëÿ îäèí øàã äî ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåî-
ðèè. Íåîáõîäèìî óêàçàòü, êàêàÿ èìåííî èç âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ýëåê-
òðîí, ïðîÿâëÿåò âîëíîâûå ñâîéñòâà. Íåîáõîäèìîå ïîíÿòèå, ââåäåííîå Øðå-
äèíãåðîì, íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé ýëåêòðîíà. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòà âå-
ëè÷èíà áóêâîé ψ; â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîìïëåêñíóþ âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò êîîðäèíàò è âðåìåíè:
ψ(r, t). Íåîáõîäèìî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íå èìååò êëàñ-
ñè÷åñêîãî àíàëîãà, òî åñòü íåëüçÿ ïðèâåñòè êàêóþ-ëèáî èçâåñòíóþ â êëàñ-
ñè÷åñêîé ôèçèêå âåëè÷èíó, `ïîõîæóþ' íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ. Âîëíîâóþ
ôóíêöèþ íåâîçìîæíî íàïðÿìóþ èçìåðèòü, î íåé ìîæíî òîëüêî ñóäèòü ïî
ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé êëàññè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Êàê è ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îõà-
ðàêòåðèçîâàíà àìïëèòóäîé (ìîäóëåì) è ôàçîé, òî åñòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
|ψ(r, t)|eiφ(r,t). Ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî ïåðâàÿ èç ýòèõ âå-
ëè÷èí.

Êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, |ψ(r, t)|2 ≡ ψ∗(r, t)ψ(r, t) ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â çàäàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó õîòü ãäå-íèáóäü, î÷åâèäíî,
ðàâíà åäèíèöå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü íîðìèðîâàíà: â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå∫

|ψ(r, t)|2d3r = 1. (2.2)

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìû ãîâîðèì î âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â òîé èëè
èíîé òî÷êå, ñðàçó îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå êîîðäèíàò ÷àñòèöû â êâàí-
òîâîé ôèçèêå îïðåäåëèòü â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî. Ìîæíî ãîâîðèòü
òîëüêî î ñðåäíåì çíà÷åíèè êîîðäèíàò < r > � òî÷êå â ïðîñòðàíñòâå, îïðåäå-
ëÿþùåé ïîëîæåíèå ÷àñòèöû ïðèáëèçèòåëüíî2. Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

< r >=

∫
ψ∗(r, t)rψ(r, t)d3r.

Ýòà ôîðìóëà ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âå-
ðîÿòíîñòè. Äåëîêàëèçàöèþ ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèçóåò íåîïðå-
äåëåííîñòü êîîðäèíàòû ∆r � âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñìûñë äèñïåðñèè êîîðäè-
íàòû. Êâàäðàò ýòîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(∆r)2 =< (r− < r >)2 >=

∫
ψ∗(r, t)(r− < r >)2ψ(r, t)d3r.

2×òîáû íå ïåðåãðóæàòü èçëîæåíèå, ìû íå óäåëÿåì âíèìàíèÿ òîìó, êàê ôîðìóëû
`óñòðîåíû' ñ òî÷êè çðåíèÿ êîîðäèíàòíûõ èíäåêñîâ. Äëÿ èíòåðåñóþùèõñÿ îòìåòèì, ÷òî
âåëè÷èíà < ∆r > ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, à åå êâàäðàò � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.

33



Íåïîñðåäñòâåííî çíà÷åíèå ôàçû âîëíîâîé ôóíêöèè îïðåäåëåíî áûòü íå
ìîæåò. Áîëåå òîãî, ýòà âåëè÷èíà ëèøåíà ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà � âñå ôîðìóëû
êâàíòîâîé òåîðèè è åå ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ
âåëè÷èí îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, åñëè äîìíîæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ íà
ìíîæèòåëü eiφ0 , òåì ñàìûì ïîìåíÿâ åå ôàçó3. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë, îäíàêî,
èìååò ðàçíîñòü ôàç âîëíîâîé ôóíêöèè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.
Â ÷àñòíîñòè, êàê ìû óâèäèì íèæå, çà âîçíèêíîâåíèå èíòåðôåðåíöèîííîé
êàðòèíû îòâåòñòâåííà èìåííî ðàçíîñòü ôàç âîëíîâîé ôóíêöèè.

Çíàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü íå òîëüêî èí-
ôîðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû, íî è îõà-
ðàêòåðèçîâàòü äðóãèå åå ñâîéñòâà, íàïðèìåð, èìïóëüñ. Ñðåäíåå çíà÷åíèå
èìïóëüñà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

< p >=

∫
ψ∗(r, t)

(
−ih̄ ∂

∂r

)
ψ(r, t)d3r,

íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà ∆p � ôîðìóëîé

(∆p)2 =< (p− < p >)2 >=

∫
ψ∗(r, t)

(
−ih̄ ∂

∂r
− < p >

)2

ψ(r, t)d3r.

Ýòè ôîðìóëû ìîæíî ïîíÿòü, ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ñ âîëíàìè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ: äëÿ âîëíîâîé ôóêöèè â âèäå ïëîñêîé âîëíû eikr èìïóëüñ
äîëæåí áûòü â òî÷íîñòè ðàâåí h̄k (òî åñòü, ñðåäíåå çíà÷åíèå èïóëüñà äîëæ-
íî áûòü ðàâíî h̄k, à åãî íåîïðåäåëåííîñòü � îáðàùàòüñÿ â íóëü).

Íåñëîæíî óñìîòðåòü àíàëîãèþ ñ êàðòèíîé âîëíîâûõ ïàêåòîâ, î êîòîðûõ
ìû ãîâîðèëè ðàíüøå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðå-
äåëåíà âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî îïèñûâàòü òàêèå
òèïè÷íî `âîëíîâûå' ÿâëåíèÿ, êàê èíòåðôåðåíöèÿ. Êîíå÷íî, òàêîå îïèñàíèå
òðåáóåò åùå è óêàçàòü óðàâíåíèå, êîòîðîìó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïîä÷èíÿåò-
ñÿ. Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùèõ âîëí èëè âîëíî-
âûõ ïàêåòîâ, ñïîñîáíûõ èíòåðôåðèðîâàòü. Îäíàêî, âàæíî îòìåòèòü ïðèí-
öèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ â òåîðèè âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö.
Â êëàññè÷åñêîé æå êàðòèíå, òðàêòóþùåé ÷àñòèöû êàê òî÷å÷íûå îáúåêòû,
â çàäàííûé ìîìåíò ïðèñóòñòâóþùèå â îïðåäåëåííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà,
èíòåðôåðåíöèÿ îòñóòñòâóåò, êàêèìè áû óðàâíåíèÿìè äâèæåíèå ÷àñòèö íå
îïèñûâàëîñü.

Êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, êàê è â ñëó÷àå ôîòîíîâ, äëÿ êàæäîé èç ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ êîîðäèíàò èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé

< ∆ri >< ∆pi > ≥ h̄. (2.3)

2.4 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Çíàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè äàåò ïîëíóþ èí-
ôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè êâàíòîâîé ñèñòåìû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü,
êàê ýòî ñîñòîÿíèå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, íàäî çíàòü, êàê ìåíÿåò-
ñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ. Çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè

3Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåëè÷èíà φ0 íå äîëæíà çàâèñåòü îò êîîðäèíàò, òî åñòü
ôîðìóëû êâàíòîâîé òåîðèè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè òîëüêî ïðè îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè
ôàçû íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó âî âñåõ òî÷êàõ.
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îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà. Äëÿ ÷àñòèöû ìàññû m,
äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëå4 U(r), óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä5

ih̄
∂

∂t
ψ(r, t) = − h̄2

2m

∂2

∂r2
ψ(r, t) + U(r)ψ(r, t). (2.4)

Ñðàçó îáðàòèì âíèìàíèå íà êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ýòîãî óðàâíåíèÿ îò óðàâ-
íåíèé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè � îáûê-
íîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà
îïåðèðóåò ñ äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè. Óðàâíåíèå æåØðåäèíãåðà � óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîñêîëüêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèïèàëüíûì, ïîñêîëüêó äèñêðåòíûå ïåðåìåííûå ñ îïðåäåëåííûìè çíà-
÷åíèÿìè íåïðèãîäíû äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö.

Óáåäèìñÿ ïðåæäå âñåãî, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà îáåñïå÷èâàåò ñîõðà-
íåíèå íîðìèðîâêè (2.2) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè (åñëè íîðìèðîâêà ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè íàðóøàëàñü áû, òåîðèÿ áûëà áû ëèøåíà âñÿêîãî ñìûñëà!).
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäóþ (2.2) ïî âðåìåíè è óáåäèìñÿ, ÷òî îíà îáðàùàåòñÿ â
íóëü (çäåñü è äàëüøå, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè, ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ îäíî-
ìåðíîé ñèñòåìû)

∂

∂t

∫
ψ∗ψdx =

∫
ψ∗
∂ψ

∂t
dx+

∫ (
∂ψ

∂t

)∗
ψdx (2.5)

Ïðîèçâîäíàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ïî âðåìåíè îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì Øðå-
äèíãåðà. Ïîäñòàâëÿåì:

∂

∂t

∫
ψ∗ψdx =

1

ih̄

∫
ψ∗
(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
ψ + U(x)ψ

)
dx− 1

ih̄

∫ (
− h̄2

2m

∂2

∂r2
ψ + U(x)ψ

)∗
ψdx.

(2.6)
Çíàê `ìèíóñ' ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì ïîÿâèëñÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîìïëåêñ-
íîãî ñîïðÿæåíèÿ îò ìíîæèòåëÿ 1

ih̄ . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëàãàåìûå, ñîäåð-
æàùèå U(x), ñîêðàùàþòñÿ. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñîêðàùàþòñÿ òàêæå è
÷ëåíû, ñîäåðæàùèå âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

∂

∂t

∫
ψ∗ψdx =

1

ih̄

h̄2

2m

(
−
∫
ψ∗
∂2ψ

∂x2
dx+

∫
∂2ψ∗

∂x2
ψdx

)
. (2.7)

Äëÿ ýòîãî, äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü â êàæäîì èç íèõ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷à-
ñòÿì, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî, ïîñêîëüêó ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàíà â êîíå÷íîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è åå ïðîèçâîäíûå íà áåñêîíå÷íî-
ñòè äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü. Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì
äàåò ∫

ψ∗
∂2ψ

∂x2
dx = −

∫
∂ψ∗

∂x
dψ = −

∫
∂ψ∗

∂x

∂ψ

∂x
dx

è òî÷íî òàêîå æå âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà. Òàêèì îáðàçîì, íîðìà
ñîõðàíÿåòñÿ:

∂

∂t

∫
ψ∗ψdx = 0. (2.8)

4Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñîõðàíÿåò ñèëó òàêæå è äëÿ çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ïîòåí-
öèàëà U(r, t), íî ìû äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì ñâîéñòâ ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.

5Çàïèñü ∂2

∂r2
ψ(r, t) â ýòîì âûðàæåíèè îçíà÷àåò ñóììó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ âîëíîâîé

ôóíêöèè ïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, òî åñòü ∂2

∂r2
≡ ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2
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Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà � òàêîé æå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå çàêîíîâ
ïðèðîäû, êàê, íàïðèìåð, çàêîíû Íüþòîíà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïûòàòü-
ñÿ âûâåñòè åãî, ïîëüçóÿñü òîëüêî ëîãè÷åñêèìè ðàññóæäåíèÿìè, ñòðîãî ãî-
âîðÿ, áåñïîëåçíî � îíî óñòàíîâëåíî, â òîì ÷èñëå, íà îñíîâå àíàëèçà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè. Â ÷àñòíîñòè, êàê ìû òîëüêî ÷òî ãîâîðèëè, òðåáî-
âàíèå îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö
äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò.
Êðîìå òîãî, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ñîîòâåòñòâèÿ, ïî-
ñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäñêàçàíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè âîøëè áû â
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ, ñâèäåòåëü-
ñòâóþùèõ î ñïðàâåäëèâîñòè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè â åå îáëàñòè ïðèìåíè-
ìîñòè. Íèæå ìû ïðîâåðèì, ÷òî ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûé
ïðèìåíèòåëüíî ê äâèæåíèþ âîëíîâîãî ïàêåòà, äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðè ýòîì, ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû êâàíòîâîé òåîðèè
� åäèíñòâåííî âîçìîæíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñôîðìóëèðîâàííûì ïðåäïî-
ñûëêàì (ýòîò âîïðîñ ïîïðîñòó âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà). Ñìûñëà
èñêàòü êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òåîðèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ òåì æå ïðåäïîñûë-
êàì, â ëþáîì ñëó÷àå íåìíîãî � ïðàâèëüíîñòü èìåþùåéñÿ òåîðèè ñ ìîìåíòà
åå ñîçäàíèÿ äîêàçàíà ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ïðîâåðêàìè.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ïåðâîé ëåêöèè, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà � íå åäèí-
ñòâåííàÿ èç èçâåñòíûõ ôîðìóëèðîâîê êâàíòîâîé òåîðèè. Áîëåå òîãî, äðó-
ãàÿ èç ôîðìóëèðîâîê � ìàòðè÷íàÿ ìåõàíèêà Ãåéçåíáåðãà � ïîÿâèëàñü ãîäîì
ðàíüøå, ÷åì òåîðèÿ Øðåäèíãåðà. Ïðåèìóùåñòâî ïîäõîäà Øðåäèíãåðà ñî-
ñòîèò ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîíÿòü ìàòåìàòè÷åñêóþ
ïðèðîäó êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîãî äóàëèçìà â êâàíòîâîé òåîðèè. Êðîìå òî-
ãî, åñëè ðå÷ü èäåò î ïðîñòûõ ñèñòåìàõ, óðàâíåíèåØðåäèíãåðà ëåãêî ðåøàòü
� ìû óáåäèìñÿ â ýòîì íà ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ. Ïîýòîìó ìû, ñëåäóÿ áîëü-
øèíñòâó êóðñîâ êâàíòîâîé òåîðèè, áóäåì îïèðàòüñÿ èìåííî íà Øðåäèíãå-
ðîâñêèé ìåòîä îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì.

2.5 Âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîëíîâîãî ïà-

êåòà

Ïðè íàëè÷èè çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàò ïîòåíöèàëà U(r) âîëíîâóþ ôóíêöèþ
óæå íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïëîñêèõ âîëí, ýâîëþöèî-
íèðóþùèõ âî âðåìåíè íåçàâèñèìûì îáðàçîì. Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé
çàâèñèìîñòè U(r) àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íàéòè íå
óäàåòñÿ, äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ìîæíî, îäíàêî, âñïîìíèòü, ÷òî íàñ èí-
òåðåñóåò òîëüêî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå. Â ýòîì ñëó÷àå,
ðàçìåð âîëíîâîãî ïàêåòà ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåð-
íûì ìàñøòàáîì, íà êîòîðîì ìåíÿåòñÿ ïîòåíöèàë U(r) (íàïîìíèì, ÷òî ôîð-
ìàëüíî êëàññè÷åñêèé ïðåäåë ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ h̄ → 0, ÷òî, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (2.3), îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòû
è èìïóëüñà ñêîëü óãîäíî ìàëûìè). Òîãäà, ñ÷èòàÿ èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà íà
ìàñøòàáàõ âîëíîâîãî ïàêåòà ìåäëåíûì, ìîæíî ðàçëîæèòü U(r) â ðÿä Òåé-
ëîðà âáëèçè < r > è îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ëèíåéíûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè:
U ≈ U(< r >) + ∂U

∂r (r− < r >). Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ,
ìîæíî âû÷èñëèòü, êàê ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû
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è èìïóëüñà.
Âûâåäåì âíà÷àëå ôîðìóëó äëÿ èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîîðäèíà-

òû. Äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ïðîâåðêå ñîõðàíåíèÿ íîðìèðîâêè. Âìåñòî ôîð-
ìóëû (2.6) ïîëó÷àåòñÿ

∂
∂t < x >= ∂

∂t

∫
ψ∗xψdx =

= 1
ih̄

∫
ψ∗x

(
− h̄2

2m
∂2

∂x2ψ + U(x)ψ
)
dx− 1

ih̄

∫ (
− h̄2

2m
∂2

∂x2ψ + U(x)ψ
)∗
xψdx.

(2.9)
Âèäíî, ÷òî ñîäåðæàùèå U(x) ñëàãàåìûå âíîâü ñîêðàùàþòñÿ, à âìåñòî (2.7)
ïîëó÷àåòñÿ

∂

∂t
< x >=

1

ih̄

h̄2

2m

(
−
∫
ψ∗x

∂2ψ

∂x2
dx+

∫
∂2ψ∗

∂x2
xψdx

)
. (2.10)

Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ x ìåíÿåò ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïî ÷àñòÿì:∫

ψ∗x
∂2ψ

∂x2
dx = −

∫
∂ψ

∂x
d(xψ∗) = −

∫
∂ψ∗

∂x
x
∂ψ

∂x
dx−

∫
∂ψ

∂x
xψ∗dx

è ∫
ψx

∂2ψ∗

∂x2
dx = −

∫
∂ψ∗

∂x
d(xψ) = −

∫
∂ψ

∂x
x
∂ψ∗

∂x
dx−

∫
∂ψ∗

∂x
xψdx

Ïðè âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè ýòèõ âûðàæåíèé, ñîêðàùàþòñÿ òîëüêî ïåðâûå
ñëàãàåìûå. Âòîðûå æå ñëàãàåìûå ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì:

∫
∂ψ
∂xxψ

∗dx = −
∫
∂ψ∗

∂x xψdx
(ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷à-
åì

∂

∂t
< x >= 2

1

ih̄

h̄2

2m

∫
ψ∗
∂ψ

∂x
xdx, (2.11)

òî åñòü
∂

∂t
< x >=

< p >

m
. (2.12)

Òåïåðü, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà. Íà ýòîò ðàç, âìåñòî ôîðìóëû (2.6) èìååì

∂
∂t < p >= −ih̄ ∂

∂t

∫
ψ∗ ∂∂xψdx =

=
∫
ψ∗ ∂∂x

(
− h̄2

2m
∂2

∂x2ψ + U(x)ψ
)
dx−

∫ (
− h̄2

2m
∂2

∂x2ψ + U(x)ψ
)∗

∂
∂xψdx.

(2.13)
Â ýòîì ñëó÷àå, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ôîðìóëå (2.9), ñîêðàùàþòñÿ ñëàãàå-
ìûå, ñîäåðæàùèå ìàññó: êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü îäíîêðàòíûì èíòåãðèðî-

âàíèåì ïî ÷àñòÿì, êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ðàâíî h̄2

2m

∫
∂2ψ
∂x2

∂ψ∗

∂x dx. Îñòàþò-
ñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå U(x), êîòîðûå ìû çàïèøåì â ñëåäóþùåì
âèäå:

∂

∂t
< p >=

∫
ψ∗
(
∂

∂x
U(x)− U(x)

∂

∂x

)
ψdx. (2.14)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå, íåîáõîäèìî êîíêðåòèçèðîâàòü âèä
ïîòåíöèàëà U(x). Êàê ìû ãîâîðèëè, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà íåîïðå-
äåëåííîñòü êîîðäèíàòû ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì, íà
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êîòîðîì ìåíÿåòñÿ U(x), òàê ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿ-
äà Òåéëîðà: U ≈ U(< x >) + ∂U

∂x |x=<x>(x− < x >). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæå-

íèå â ôîðìóëó (2.14) è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ∂
∂x (xψ) = ψ+x∂ψ∂x , ïîëó÷àåì

èñêîìóþ ôîðìóëó
∂

∂t
< p >= −∂U

∂x

∣∣∣∣
x=<x>

. (2.15)

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû (2.12) è (2.15) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæå-
íèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ïðèíöèïà ñîîòâåò-
ñòâèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê äâèæåíèþ âîëíîâîãî ïàêåòà6.

Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèé

2.A Îïåðàòîðíàÿ àëãåáðà â êâàíòîâîé ìåõàíè-

êå.

Ïðèøëî âðåìÿ îáñóäèòü ìàòåìàòè÷åñêîé àïïàðàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè - àë-
ãåáðó ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, óæå çíàêîìóþ ïî êóðñó ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïî
îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð çàäàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè äâóõ ìíî-
æåñòâ. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ëèíåéíûé îïåðàòîð L̂, äåéñòâóÿ íà íåêóþ
âîëíîâóþ ôóíêöèþ ϕ, äàåò â ðåçóëüòàòå êàêóþ-òî äðóãóþ ôóíêöèþ ψ = L̂ϕ.

Åñëè ìû çàäàäèì íåêèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ϕn}:
∫
ϕ∗mϕndx =

δnm, òî ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà ëþáóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ =∑
anϕn ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ìàòðèöó ò.í. ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïå-

ðàòîðà Lnm =
∫
ϕ∗mL̂ϕndx, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

áàçèñíîãî âåêòîðà íà ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà äðóãîé áàçèñíûé
âåêòîð. Â ëèíåéíîé àëãåáðå ìû îáîçíà÷èëè áû òàêóþ êîíñòðóêöèþ âûðà-
æåíèåì âèäà (ϕmL̂ϕn). Â êâàíòîâîé ôèçèêå ïðèíÿòû íåìíîãî èíûå îáîçíà-
÷åíèÿ, èìåííî, ïèøóò 〈ϕm|L̂|ϕn〉, à ñàìè âîëíîâûå ôóíêöèè çàïèñûâàþò â
âèäå |ϕ〉. Êðîìå òîãî, âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðèíÿòî íîðìèðîâàòü íà åäèíèöó
〈ϕ|ϕ〉 = 1 - ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà, íî íå åãî äëèíà.

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ôîðìóë ëèíåéíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ èõ èíâàðè-
àíòîñòü îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà: åñëè ìû âûáåðåì äðóãîé íàáîð
áàçèñíûõ ôóíêöèé ϕ̃n′ =

∑
n
unn′ϕn, âèä ôîðìóë è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ

îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè (õîòÿ, ðàçóìååòñÿ, êîýôôèöèåíòû an è ìàòðè÷íûå
ýëåìåíòû Lnm ïîìåíÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñà). Íå

6Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ïðîèñõîæäåíèå ôîðìóëû äëÿ ñðåäíå-
ãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà, ïðèâåäåííóþ âûøå. Òå æå, êîìó ïîÿâëåíèå ýòîé ôîðìóëû ïî-
ïðåæíåìó íå íðàâèòñÿ, ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè ïðèíöèïà ñîîò-

âåòñòâèÿ, ïðîâåðèâ ôîðìóëó ∂2<r>
∂t2

= − ∂U
∂r

, â êîòîðóþ èìïóëüñ íå âõîäèò
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ñîäåðæàùàÿ èíäåêñîâ `âåêòîðíàÿ' íîòàöèÿ êàê ðàç è ïîä÷åðêèâàåò ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî7.

Êðàòêî ïåðå÷èñëèì âàæíûå äëÿ íàñ ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
1. Îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé ϕ è

ψ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå L̂(αψ + βϕ) = αL̂ψ + βL̂ϕ.
2. Ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ôóíê-

öèþ òàê æå, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîå äåéñòâèå ýòèõ äâóõ îïåðàòîðîâ. Óìíî-
æåíèå îïåðàòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòàòèâíî. Êàê ìû óâèäèì, êîì-
ìóòàòîð îïåðàòîðîâ [ÂB̂] = ÂB̂ − B̂Â èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå.

3. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ìîæíî ââåñòè ñîïðÿæåííûé åìó îïåðàòîð, êî-

òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì 〈ψ|L̂+|ϕ〉 = (〈ϕ|L̂|ψ〉)
∗
. Î÷åâèä-

íûå ñâîéñòâà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà: (L̂+)
+

= L̂, (αL̂)
+

= α∗L̂+. Òàêæå

íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî L+
ij = L∗ji, (M̂L̂)

+
= L̂+M̂+.

4. Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, åñëè îí ñîâïàäàåò ñ ñîïðÿæåííûì
åìó îïåðàòîðîì L̂+ = L̂. Î÷åâèäíî, ëþáîé îïåðàòîð ìîæíî ðàçëîæèòü íà
ñóììó ýðìèòîâîé è àíòèýðìèòîâîé ÷àñòè L̂ = M̂ + iN̂ , ãäå M̂ = (L̂+ L̂+)/2
è N̂ = (L̂− L̂+)/2i - ýðìèòîâû. Ïðîèçâåäåíèå ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿ-

åòñÿ ýðìèòîâûì, òîëüêî åñëè ýòè îïåðàòîðû êîììóòèðóþò: N̂+ = (M̂L̂)
+

=
L̂+M̂+ = L̂M̂ . Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ âñåãäà äåéñòâè-
òåëüíû.

Ïîìèìî ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà îïåðàòîðíîé àëãåáðû íåîá-
õîäèìî îïðåäåëèòü, êàêèì èìåííî îáðàçîì ýòîò àïïàðàò ïðèìåíÿåòñÿ â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Ýòî çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè àêñèîìàìè:

- âîëíîâûå ôóíêöèè |ϕ〉 îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñè-
ñòåìû;

- êàæäîìó èçìåðèìîìó (íàáëþäàåìîìó) ïàðàìåòðó êâàíòîâîé ñèñòåìû
ñîîòâåòñòâóåò êàêîé-òî ýðìèòîâ îïåðàòîð;

- ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà êâàíòîâîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷-
íûì ýëåìåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îïåðàòîðà â äàííîì êâàíòîâîì ñî-
ñòîÿíèè, íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû ÷àñòèöû â ñîñòîÿíèè |ψ〉
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì îïåðàòîðà êîîðäèíàòû x̄ = 〈ψ|x̂|ψ〉.

Âíèìàòåëüíûé ñëóøàòåëü ìîã çàìåòèòü, ÷òî â íà÷àëå ðàçãîâîðà îá èñ-
ïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé àëãåáðû ìû ñäåëàëè îäíî ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå
- ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íàáîð {ϕn} âêëþ÷àåò êîíå÷íîå ÷èñëî áàçèñíûõ ôóíê-
öèé. Â îáùåì ñëó÷àå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿÿñü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
êîîðäèíàò, â âèäå ñóïåðïîçèöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà çàäàííûõ áàçèñíûõ ôóíê-
öèé ðàçëîæåíà áûòü íå ìîæåò. Òî åñòü, îïåðàòîðû äåéñòâóþò â áåñêîíå÷íî-
ìåðíîì (ãèëüáåðòîâîì) ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî ñóòè äåëà ñêàçàííîå íå ìåíÿ-
åò - áîëüøàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèé èç ëèíåéíîé àëãåáðû, óñòàíîâëåííûõ äëÿ
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîõðàíÿåò ñâîþ ñèëó. Â ðàìêàõ íàøåãî êóð-
ñà ðàçíèöà ìåæäó ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì è ïðîñòðàíñòâîì êîíå÷íîé

7Âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñòîèò ïðåäñòàâëÿòü ñåáå âåêòîðû è òåíçîðû êàê ìàññèâû ÷èñåë.
Ëó÷øå äóìàòü î íèõ êàê î íåêèõ àáñòðàêòíûõ îáúåêòàõ, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå îò âûáî-
ðà áàçèñà íå çàâèñÿò, íî äëÿ êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî áàçèñà ìîæíî âû÷èñëèòü
íàáîð êîîðäèíàò. Ñîáñòâåííî, èìåííî òàêîìó âçãëÿäó è ó÷àò â ëèíåéíîé àëãåáðå, îäíà-
êî íàãëÿäíûé îáðàç `òàáëè÷êè ñ ÷èñëàìè' ïî÷åìó-òî ïåðåñèëèâàåò. Íî âåäü íåïðàâèëü-
íî äóìàòü, ÷òî, íàïðèìåð, òàêàÿ âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà, êàê ñèëà òÿæåñòè, ìåíÿåòñÿ ïðè
ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ôèçè÷åñêèé îáúåêò - ñèëà òÿæåñòè - îñòàåòñÿ
íåèçìåííûì, à ìåíÿþòñÿ òîëüêî ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî âåêòîðà â âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ.
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ðàçìåðíîñòè íå ñóùåñòâåííà.
Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè èãðàþò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

(ÑÔ) |ψn〉 è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ÑÇ) λn îïåðàòîðà - ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
L̂|ψn〉 = λn|ψn〉.

ÑÇ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ äåéñòâèòåëüíû λn = λ∗n, ïîýòîìó åñëè êâàí-
òîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè |ψn〉 êàêîãî-òî îïåðàòîðà
L̂, òî ïðè èçìåðåíèè ïàðàìåòðà L ìû âñåãäà áóäåì ïîëó÷àòü åãî ÑÇ λn, à
åãî äèñïåðñèÿ áóäåò ðàâíà íóëþ.

Êðîìå òîãî, ñèñòåìà ÑÔ îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé (áàçè-
ñîì). ÑÔ ýðìèòîâà îïåðàòîðà, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçíûì ÑÇ, îðòîãîíàëüíû
〈ϕn|ϕm〉 = δnm. Ïîýòîìó åñëè âñå ÑÇ ýðìèòîâà îïåðàòîðà ðàçëè÷àþòñÿ, òî
åãî ÑÔ îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Íî äàæå åñëè äëÿ îäíîãî ÑÇ
îïåðàòîðà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ÑÔ (òàêèå ÑÇ íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííû-
ìè), òî èç íèõ âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî èõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé, êîòîðûå áóäóò âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè (îðòîãîíàëèçàöèÿ ïî

Øìèäòó): |ϕ1〉 = |ψ1〉; |ϕ2〉 = |ψ1〉 − (|ψ1|2/〈ψ1|ψ2〉 )|ψ2〉; è ò.ä.
Íàêîíåö, åñëè äâà îïåðàòîðà èìåþò îáùóþ ñèñòåìó ÑÔ, òî îíè êîììó-

òèðóþò: L̂M̂ |ψn〉 = L̂µn|ψn〉 = µnλn|ψn〉 = M̂L̂|ψn〉, îáðàòíîå òîæå âåðíî.
Â çàâåðøåíèå ðàññìîòðèì ñòðîãèé âûâîä ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòåé Ãåéçåíáåðãà. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð âèäà L̂+L̂. Åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå

âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, 〈ψ|L̂+L̂|ψ〉 = 〈L̂ψ|L̂ψ〉 = |L̂ψ|
2
≥ 0.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð L̂ = x̂−x̄−iγ(ŷ−ȳ), ãäå x̂ è ŷ - ýðìèòîâû îïåðàòîðû, x̄
è ȳ - èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, è [x̂ŷ] = iÂ. Òîãäà íåîòðèöàòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå

〈ψ|(∆x)
2

+ γ2(∆y)
2

+ iγ[x̂ŷ]|ψ〉 = (∆x)
2

+ γ2(∆y)
2 − γĀ ≥ 0

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ ëþáûõ γ äåòåðìèíàíò ýòîãî

òðåõ÷ëåíà äîëæåí áûòü íåïîëîæèòåëåí, îòêóäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (∆x)
2
(∆y)

2 ≥
Ā2/4. Ýòî òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåí-
áåðãà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äèñïåðñèé îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ïî-

ëó÷àåì (∆x)
2
(∆p)

2 ≥ h̄2/4.
Çàäà÷è.

1. Íàéòè êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû x̂ è èìïóëüñà p̂ = −ih̄ d
dx .

Ðåøåíèå: [x̂p̂]ϕ(x) = −ih̄xdϕdx + ih̄ d
dx (xϕ) = ih̄ϕ(x). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

[x̂p̂] = ih̄.

2. Ïóñòü [âb̂] = 1. Íàéòè [â2b̂2].

3. Äîêàçàòü òîæäåñòâî ßêîáè [â[b̂ĉ]][b̂[ĉâ]] + [ĉ[âb̂]] = 0.

4. Íàéòè êîììóòàòîðû ìàòðèö Ïàóëè σ1 =

(
0 1
1 0

)
; σ2 =

(
0 −i
i 0

)
; σ3 =(

1 0
0 −1

)
.

5. Íàéòè ÑÇ è ÑÔ îïåðàòîðà ïðîåêöèè íà ñîñòîÿíèå |A〉: P̂A = |A〉〈A|.
Ðåøåíèå: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P̂ 2

A = P̂A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ó îïåðàòîðà
ðîâíî äâà ÑÇ: λ = 0; 1. Íåñëîæíî òàêæå çàïèñàòü ÑÔ ýòîãî îïåðàòîðà:
|ψ1〉 = |A〉; |ψ2〉 = (1 − P̂A)|ψ〉, ãäå |ψ〉 - ëþáàÿ ôóíêöèÿ, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ
|A〉.

6. Íàéòè ÑÇ è ÑÔ îïåðàòîðà èíâåðñèè σ|ψ(x)〉 = |ψ(−x)〉.
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Ãëàâà 3

Ïðîñòåéøèå ìîäåëè

êâàíòîâîé ìåõàíèêè
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3.1 Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

ÓðàâíåíèåØðåäèíãåðà, ââåäåííîå â ðàññìîòðåíèå âûøå, ïîçâîëèò íàì îïè-
ñàòü ñâîéñòâà êâàíòîâûõ ñèñòåì, ñíà÷àëà íà ïðèìåðå ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé, à
çàòåì � ïðèìåíèòåëüíî ê ðåàëüíûì îáúåêòàì. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ïîòåíöèàë U(r) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàð-
íûì, òî åñòü íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî îæèäàòü,
÷òî õîòÿ áû íåêîòîðûå èç âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû òàêæå îêàæóòñÿ
ñòàöèîíàðíûìè. Â ýòîì ìåñòå, îäíàêî, íåîáõîäèìî îñòàíîâèòüñÿ è óòî÷íèòü
îïðåäåëåíèÿ. Ïîä ñòàöèîíàðíûìè åñòåñòâåííî ïîíèìàòü ñîñòîÿíèÿ, ôèçè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Êàê ìû ãîâîðèëè íà ïðîøëîé
ëåêöèè, íå âñÿ èíôîðìàöèÿ, çàêëþ÷åííàÿ â âîëíîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû,
ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè çíà÷èìîé � âåëè÷èíà ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ ïåðåä âîë-
íîâîé ôóíêöèåé íå íåñåò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà. Ñîîòâåòñòâåííî, âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè, íî ýòà çàâè-
ñèìîñòü äîëæíà îãðàíè÷èâàòüñÿ ôàçîâûì ìíîæèòåëåì: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
äîëæíà èìåòü âèä ψ(r, t) = ψ(r)eiφ(t), ãäå φ(t) � íåêîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ âðåìåíè (íî íå êîîðäèíàòû!). Âåëè÷èíó ψ(r) íàçûâàþò âîëíîâîé
ôóíêöèåé ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Åå îáîçíà÷àþò òåì æå ñèìâîëîì, ÷òî
è ïîëíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(r, t); ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ýòè âåëè÷èíû,
ÿâíî óêàçûâàÿ èõ àðãóìåíòû.

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó ψ(r, t) = ψ(r)eiφ(t) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ φ(t) íå äîëæíà çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ñî-
îòâåòñòâåííî, ñàìà ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè òîëüêî ëè-
íåéíî. Ìû çàïèøåì ýòó ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü â ñëåäóþùåì âèäå: φ(t) =
−E(t− t0)/h̄, ãäå E, t0 � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Âåëè÷èíà t0 îïðåäåëÿåò
íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè è ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíîé; äëÿ ïðîñòîòû
ìû ïîëîæèì åå ðàâíîé íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàð-
íîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä:

ψ(r, t) = ψ(r)e−iEt/h̄. (3.1)

Ñâîéñòâà âîëíîâîé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñòà-
öèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà:

Eψ(r) = − h̄2

2m

∂2

∂r2
ψ(r, t) + U(r)ψ(r), (3.2)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè âîëíîâîé ôóíê-
öèè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ââåäåííàÿ íàìè âåëè÷èíà E ñ ðàçìåðíîñòüþ ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ýíåðãèþ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì,
äîñòàòî÷íî äîìíîæèòü îáå ÷àñòè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà
ψ∗(r) è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíàòå. Ñëåâà ïîëó÷àåòñÿ E

∫
ψ∗ψd3r, òî

åñòü ïðîñòî E, à ñïðàâà � ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè.

3.2 Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè-

öû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòè-
öû (òî åñòü, ÷àñòèöû â îòñóòñòâèå ïîòåíöèàëà). Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå

42



Øðåäèíãåðà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

Eψ(r) = − h̄2

2m

∂2

∂r2
ψ(r, t). (3.3)

Ïîäñòàíîâêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ïëîñêèå âîëíû ψ(r) = eipr/h̄ ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì èìïóëüñà p è çà-

êîíîì äèñïåðñèè E(p) = p2

2m . Êàê ìû âèäèì, äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
ëåæàò â íåïðåðûâíîì èíòåðâàëå [0,+∞). Â òàêîì ñëó÷àå, ïðèíÿòî ãîâîðèòü
î íåïðåðûâíûì ñïåêòðå.

Îòìåòèì îïðåäåëåííóþ ñëîæíîñòü � ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîé âîëíû íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
|ψ(r)|2d3r = 1. Áîëåå òîãî, ýòî óñëî-

âèå íåâîçìîæíî âûïîëíèòü, äîìíîæèâ ψ(r) = eipr/h̄ íà êàêîé-ëèáî êîíå÷-
íûé ìíîæèòåëü. Ôèçè÷åñêè, ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî ÿñíà � â ðàññìàòðèâàå-
ìîì íàìè ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â ëþáîé èç òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà îäèíàêîâà, à ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî íåîãðàíè÷åííî, ýòà âåðî-
ÿòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ1. Òàêèì îáðàçîì, íåâîçìîæíîñòü îáåñïå-
÷èòü íîðìèðîâêó ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñâÿçàíà ñ èíôèíèòíûì (íåîãðà-
íè÷åííîì â ïðîñòðàíñòâå) õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè, îïèñàííûå ñëîæíîñòè ñ íîðìèðîâêîé íîñÿò èñêëþ÷èòåëüíî
ôîðìàëüíûé õàðàêòåð, è ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû. Ìû ýòèì, îäíàêî, ïîêà
çàíèìàòüñÿ íå áóäåì, à âìåñòî ýòîãî ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé äâè-
æåíèå ÷àñòèöû îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé êîíå÷íîé îáëàñòüþ, òî åñòü, ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó ñî ñâÿçàííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ
÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â íåêîòîðîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî-
áëåìû ñ íîðìèðîâêîé îòñóòñòâóþò.

3.3 Ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà. Äèñ-

êðåòíûé ñïåêòð

Äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñâîéñòâà îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó U(x) = −U0, |x| <
x0; U(x) = 0, |x| > x0. Ïðîùå âñåãî çàìåòèòü, ÷òî ñòàöèîíàðíîå óðàâíå-
íèå Øðåäèíãåðà ñ ïîñòîÿííûì ïîòåíöèàëîì ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå,
ñ êîòîðûì ñòóäåíòû çíàêîìÿòñÿ â êóðñå ìåõàíèêè:

q̈ = −Ω2q (3.4)

Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå îñöèëëÿòîðà q èãðàåò ðîëü âîëíîâîé ôóíêöèè, à êî-
îðäèíàòà â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà âðåìåíè äëÿ
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è:q ↔ ψ, t↔ x, E − U ↔ Ω2.

Â ñâåòå ýòîé àíàëîãèè íåñëîæíî íàïèñàòü âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå
ïîâåäåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè â îáëàñòÿõ x < −x0 è x > x0. Ðàññìîòðèì
äëÿ ïðèìåðà ïåðâóþ èç íèõ. Åñëè E > 0, â ïîëíîé àíàëîãèè ñ çàäà÷åé î
êëàññè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå, ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
ïðè ðàâíîì íóëþ ïîòåíöèàëå â îáùåì âèäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçè-

öèþ äâóõ ïëîñêèõ âîëí ψ(x < −x0) = a+e
i
√

2mEx/h̄ + a−e
−i
√

2mEx/h̄. Ïðè

1Ëîêàëèçîâàòü ÷àñòèöó ìîæíî áûëî áû, ñîáðàâ èç ïëîñêèõ âîëí âîëíîâîé ïàêåò, íî
ñîñòîÿíèå âîëíîâîãî ïàêåòà íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.
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E < 0 âûðàæåíèå îñòàåòñÿ ôîðìàëüíî íåèçìåííûì, îäíàêî ôàêòè÷åñêè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ íàðàñòàþùåé è ñïàäàþùåé ýêñïîíåíò2

ψ(x > −x0) = a+e
√

2m|E|x/h̄ +a−e
−
√

2m|E|x/h̄. Â òîì, ÷òî âûïèñàííûå âûðà-
æåíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, íåòðóä-
íî óáåäèòüñÿ è ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé.

Âèäíî, ÷òî èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå, äîïóñêàþùåå âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ íîðìèðîâêè, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ ýíåðãèè, è ïðè óñëîâèè îáðàùåíèÿ â íóëü êîýôôèöèåíòà ïðè òîé èç
ýêñïîíåíò, êîòîðàÿ ðàñòåò ïðè äâèæåíèè ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. Ïîëó÷àåì

ψ(x < −x0) = a+e
√

2m|E|x/h̄.

Àíàëèç ïîâåäåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà èíòåðâàëå x > x0 ïîëíîñòüþ
àíàëîãè÷åí; ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî òåïåðü íåîáõîäèìî òðå-
áîâàòü îáðàùåíèÿ â íóëü ýêñïîíåíòû, íàðàñòàþùåé â +∞, òî åñòü èìåþùåé
çíàê `ìèíóñ' â ïîêàçàòåëå. Ïîëó÷àåì

ψ(x > x0) = c+e
−
√

2m|E|x/h̄.

Íàêîíåö, íà èíòåðâàëå −x0 < x < x0 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêæå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ýêñïîíåíò, íî ñîäåðæàùèõ â ïîêàçàòåëå
íå E, à E + U0:

ψ(−x0 < x < x0) = b+e
i
√

2m(E+U0)x/h̄ + b−e
−i
√

2m(E+U0)x/h̄.

Â ýòîì ñëó÷àå íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé íà êîýôôèöèåíòû b+, b− íå
âîçíèêàåò.

Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé íåïîñðåäñòâåí-
íî â òî÷êàõ ðàçðûâà ïîòåíöèàëà. Âíîâü îáðàòèìñÿ ê ôîðìàëüíîé àíàëîãèè
ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì. Ñêà÷îê ïîòåíöèàëà â òî÷êàõ ±x0 ñîîòâåò-
ñòâóåò ìãíîâåííîìó èçìåíåíèþ ñèëû, äåéñòâóþùåé íà êëàññè÷åñêóþ ÷àñòè-
öó. Òàêîå èçìåíåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà, ïðèâîäèò
ê ìãíîâåííîìó èçìåíåíèþ óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû, â òî âðåìÿ êàê ìãíîâåííûå
çíà÷åíèÿ åå êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Âîçâðàùàÿñü
ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, çàêëþ÷àåì, ÷òî â òî÷êàõ ñêà÷êîâ ïîòåíöèàëà
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ìåíÿþòñÿ.

Ýòîãî óñëîâèÿ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü
óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîýôôèöèåíòû a+, b−, b+, c−. Óñëîâèå íåïðåðûâ-
íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè íà ëåâîé ãðàíèöå (â òî÷êå x = −x0):

a+e
−
√

2m|E|x0/h̄ = b+e
−i
√

2m|E+U0|x0/h̄ + b−e
i
√

2m|E+U0|x0/h̄.

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé â òîé æå òî÷êå√
2m|E|a+e

−
√

2m|E|x0/h̄ =
√

2m|E + U0|
(
b+e
−i
√

2m|E+U0|x0/h̄ − b−ei
√

2m|E+U0|x0/h̄
)
.

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ âûðàæàþò óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà ïðàâîé ãðà-
íèöå:

2Â ýòîì ñëó÷àå â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ñëåäóåò ãîâîðèòü î ãàðìîíè÷åñêîì àêñåëåðàòîðå
� çàäà÷å î ÷àñòèöå, äâèæóùåéñÿ â `ïåðåâåðíóòîì' ïîòåíöèàëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-
òîðà
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c−e
−
√

2m|E|x0/h̄ = b+e
i
√

2m|E+U0|x0/h̄ + b−e
−i
√

2m|E+U0|x0/h̄;

−
√

2m|E|c−e−
√

2m|E|x0/h̄ =
√

2m|E + U0|
(
b+e

i
√

2m|E+U0|x0/h̄ − b−e−i
√

2m|E+U0|x0/h̄
)
.

Ó íàñ ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé
è îäíîðîäíîé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ a+, b−, b+, c−. Íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ â íóëü äåòåðìèíàíòà ñîñòàâëåííîé èç
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû. Ïðèðàâíèâàÿ óêàçàííûé äåòåðìèíàíò íóëþ, ìû
ïîëó÷èì (íåëèíåéíîå) óðàâíåíèå íà âåëè÷èíó ýíåðãèè E.

Îïèñàííàÿ ïðîãðàììà äåéñòâèé âïîëíå âûïîëíèìà, õîòÿ è òðåáóåò íåêî-
òîðîãî êîëè÷åñòâà âûêëàäîê. Ìû, îäíàêî, ïîéäåì ïî íåñêîëüêî äðóãîìó,
áîëåå ïðîñòîìó ïóòè, à èìåííî âîñïîëüçóåìñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
U(x) = U(−x).

Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ÷åòíûì ïî-
òåíöèàëîì óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðè íåêîòîðîé ýíåðãèè E, òî ðåøåíèåì äëÿ ýòî-
ãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ ψ(−x). Êîãäà ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå, ìû
óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íàøåé çàäà÷è êàæäîìó äîïóñòèìîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè
ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, óðîâ-
íè íå âûðîæäåíû). Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ñàìîì ôóíêöèè ψ(x) è ψ(−x) ñîâ-
ïàäàþò, ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ: ψ(x) = eiφψ(−x). Ïðèìåíÿÿ
òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äâàæäû, ψ(x) = eiφψ(−x) = eiφeiφψ(−(−x)), óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî êâàäðàò ýòîãî ôàçîâîãî ìíîæèòåëÿ ðàâåí åäèíèöå, à ñàì ìíî-
æèòåëü, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåí èëè 1, èëè ìèíóñ åäèíèöå. Ïåðâûé ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò ÷åòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè, ψ(x) = ψ(−x), âòîðîé � íå÷åòíîé,
ψ(x) = −ψ(−x).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Íà ÿçûêå ââåäåííûõ âû-
øå êîýôôèöèåíòîâ a+, b−, b+, c− ÷åòíîñòü ψ(x) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâ

a+ = c−, b− = b+.

Ïîñêîëüêó èç ÷åòûðåõ êîýôôèöèåíòîâ íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äâà,
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè âîëíîâîé ôóíê-
öèè è åå ïðîèçâîäíîé òîëüêî íà îäíîé ãðàíèöå ÿìû; äëÿ äðóãîé ãðàíèöû
ýòè óñëîâèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ
÷åòíûõ ðåøåíèé âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè ÿìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â

âèäå 2b+

(
cos
√

2m|E + U0|x/h̄
)
, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

a+e
−
√

2m|E|x0/h̄ = 2b+ cos
(√

2m|E + U0|x0/h̄
)

√
2m|E|a+e

−
√

2m|E|x0/h̄ = 2b+
√

2m|E + U0| sin
(√

2m|E + U0|x0/h̄
)
(3.5)

Ðàçäåëèâ îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé íà äðóãîå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïðåäå-
ëÿþùåå äîïóñòèìûå óðîâíè ýíåðãèè ÷åòíûõ ñîñòîÿíèé√

2m|E| = tg
(√

2m|E + U0|x0/h̄
)

(3.6)
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Ñëó÷àé íå÷åòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí; óðàâíåíèå äëÿ
óðîâíåé ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå:√

2m|E| = ctg
(√

2m|E + U0|x0/h̄
)

(3.7)

Íàïîìíèì, ÷òî, ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è, êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò èñêàòü
â èíòåðâàëå −U0 < E < 0.

Íà ïðèìåðå ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íåêîòî-
ðûå âàæíûå âîïðîñû îáùåãî ïëàíà. Ïðåæäå âñåãî, ìû âèäèì, ÷òî ñïåêòð
ñâÿçàííûõ (ëîêàëèçîâàííûõ) ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, òî åñòü ñâÿ-
çàííûå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà-
÷åíèé ýíåðãèè. Ýòî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò èõ îò ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà, îòâå÷àþùèõ íåîãðàíè÷åííîìó äâèæåíèþ ÷àñòèöû â ïðîñòðàí-
ñòâå.

Êàê ìû âèäåëè, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîÿâëåíèå äèñêðåòíîãî
ñïåêòðà ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì `äîïîëíèòåëüíîãî' òðåáîâàíèÿ ñïàäàíèÿ âîë-
íîâîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè. Â íàøåì ïðèìåðå ïðèøëîñü ïîòðåáîâàòü
îáðàùåíèÿ â íóëü êîýôôèöèåíòîâ a+, b−, èç-çà ÷åãî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèé îêàçàëîñü âîçìîæíûì òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè
êîýôôèöèåíòîâ, òî åñòü ïðè âûäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè.

Ôèçè÷åñêè æå âîëíîâûå ôóíêöèè ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé âíóòðè ïðÿìî-
óãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòîÿ÷óþ âîëíó, äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíÿþòñÿ îïðåäåëåííûå ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ íà ãðàíèöàõ ÿìû.
Âûïîëíåíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî äëÿ äèñ-
êðåòíîãî íàáîðà çíà÷åíèé ýíåðãèè (âñïîìíèòå äå-áðîéëåâñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà!). Ïðîùå âñåãî îïèñûâàòü ÿìó ñ áåñêîíå÷íî
âûñîêèìè ñòåíêàìè � â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü ïðîñòî îáðàùå-
íèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ ÿìû â íóëü, è ðàçðåøåííûå çíà÷åíèÿ
âîëíîâîãî âåêòîðà ñòîÿ÷åé âîëíû îêàçûâàþòñÿ ðàâíû k = 2πn/L, ãäå n �
öåëîå ÷èñëî.

Òåïåðü ìû ìîæåì óêàçàòü ñïîñîá îáîéòè òðóäíîñòè ñ íîðìèðîâêîé ñî-
ñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, êîòîðûé íàì ïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ïîçæå.
Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè òàê íàçûâàåìûé îáúåì êâàíòîâàíèÿ. ßñ-
íî, ÷òî èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò èíòåðåñóþùåé
íàñ ñèñòåìû íå âëèÿåò íà åå ñâîéñòâà. Ïîýòîìó äëÿ ôîðìàëüíîãî àíàëè-
çà ñâîéñòâ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ìîæíî ïîìåñòèòü ÷àñòèöó â ïîòåíöèàëü-
íóþ ÿìó ñî ñòåíêàìè áåñêîíå÷íîé âûñîòû, ïðîñòèðàþùóþñÿ îò −L/2 äî
L/2, ãäå L → ∞. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïîñòóïàþò íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó,
à èìåííî èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ψ(−L/2) = ψ(L/2). Ýòè óñëîâèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò, ðàçóìååòñÿ, íèêàêîìó
ðåàëüíîìó ïîòåíöèàëó, çàòî ïðèâîäÿò ê î÷åíü ïðîñòûì âîëíîâûì ôóíêöè-
ÿì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ψ(x) = eikx. Â ëþáîì ñëó÷àå, ââåäåíèå îáúåìà
êâàíòîâàíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âìåñòî íåïðåðûâíîãî ìû èìååì äåëî ñ
äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, óðîâíè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû î÷åíü áëèçêî äðóã ê
äðóãó (â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé k = 2πn/L). Ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå
ôóíêöèè, åñòåñòâåííî, íîðìèðóåìû.
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3.4 Ñèììåòðèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé

Åùå îäíèì âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, íà êîòîðîå õî÷åòñÿ îáðàòèòü âíèìà-
íèå, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ðàçáèëèñü íà äâà íàáîðà � èìå-
þùèõ ÷åòíûå è íå÷åòíûå âîëíîâûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ñîñòîÿíèé ïî ÷åòíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé îñîáåííîñòüþ
ìîäåëè, à ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîòåíöèàë U(x) îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñèì-
ìåòðèåé. Â îáùåì ñëó÷àå, íàëè÷èå òîé èëè èíîé ñèììåòðèè ïîòåíöèàëà
âñåãäà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îïðåäåëåííîé êëàññèôèêàöèè ñîñòîÿíèé. Ê
ñîæàëåíèþ, â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà íå ïîëó÷àåòñÿ ðàññìîòðåòü ýòîò âîïðîñ
êîíêðåòíåå, ïîñêîëüêó åãî àíàëèç òðåáóåò õîòÿ áû íà÷àëüíûõ çíàíèé òåî-
ðèè ãðóïï3.

3.5 Ïðÿìîóãîëüíûé ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð: ñî-

ñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà

Ïðîäîëæèì àíàëèç îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ ïðÿìîóãîëüíûì
ïîòåíöèàëîì, íî ïåðåéäåì ê ñâîéñòâàì ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.
Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî äëÿ ïîòåíöèàëà â âèäå ÿìû, òî
ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ðàçóìååòñÿ, ïðèñóòñòâóþò êàê äëÿ ïîòåí-
öèàëà â âèäå ÿìû, òàê è äëÿ áàðüåðà � ñèñòåìû ñ ëîêàëüíûì âîçðàñòàíèåì
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà è ïðÿìîóãîëüíûé áàðüåð ôîð-
ìàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ çíàêîì âåëè÷èíû U . Ôîðìóëû, êîòîðûå ìû ïîëó÷èì
ñåãîäíÿ, ïðèìåíèìû â îáîèõ ñëó÷àÿõ; îäíàêî, ôèçè÷åñêè áîëåå èíòåðåñíî
ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î áàðüåðå, ÷òî ìû è ñäåëàåì. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, áà-
ðüåð ðàñïîëîæåí íà îòðåçêå [−x0, x0]; âûñîòó áàðüåðà îáîçíà÷èì Ub.

Âñïîìíèì ñíà÷àëà, êàê âûãëÿäÿò ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñâî-
áîäíîé ÷àñòèöû. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå âîëíû eipx/h̄, ôèçè÷å-
ñêè ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòèöå ñ îïðåäåëåííûì èìïóëüñîì p. Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî p, ýòà ÷àñòèöû ïîðîæäàþòñÿ èñòî÷íèêîì â `ìèíóñ
áåñêîíå÷íîñòè', ïðîëåòàþò âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü, è `óõîäÿò â ïëþñ áåñ-
êîíå÷íîñòü'.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ áàðüåðîì è ïîñòðîèì äëÿ íåå ñîñòîÿíèÿ
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, êîòîðûå ïî-ïðåæíåìó îïèñûâàþò ñèñòåìó ñ èñòî÷-
íèêîì â `â ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè'. Ðåçóëüòàòîì ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû íà áàðüå-
ðå â íàøåé çàäà÷å ìîæåò áûòü ëèáî ïðîõîæäåíèå ÷åðåç áàðüåð è óõîä â
`ïëþñ áåñêîíå÷íîñòü', ëèáî åå îòðàæåíèå â `ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòü'4. Áóäåì
äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî çàäà÷å î ïîèñêå ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà �
íàéäåì âèä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ó÷àñòêàõ ïîñòîÿííîãî ïî-
òåíöèàëà, à çàòåì îðãàíèçóåì ñøèâêó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé.

Ýíåðãèÿ ÷àñòèö ðàâíà E = p2

2m . Ñîîòâåòñòâåííî, â îáëàñòÿõ âíå áàðüåðà
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ
äâóõ ïëîñêèõ âîëí eipx/h̄, e−ipx/h̄ ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè, à â îáëà-

ñòè áàðüåðà � ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé e±
√

2m(Ub−E)x/h̄. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî,

3Äëÿ òåõ, êòî òàêèìè çíàíèÿìè îáëàäàåò, óêàæåì, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè êëàññèôè-
öèðóþòñÿ ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû ñèììåòðèè ñèñòåìû.

4`Çàëèïàíèÿ' ÷àñòèöû íà áàðüåðå â òàêèõ çàäà÷àõ íå âîçíèêàåò.
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â çàâèñèìîñòè îò çíàêà Ub−E ýòè ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèáî ïëîñ-
êèå âîëíû (äëÿ Ub−E < 0), ëèáî ñïàäàþùóþ è íàðàñòàþùóþ ýêñïîíåíòû (â
îáðàòíîì ñëó÷àå). Ðàçëè÷èå äâóõ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàñ-
ñè÷åêîé ôèçèêè î÷åâèäíî: åñëè âûñîòà áàðüåðà ìåíüøå ýíåðãèè ÷àñòèöû
(Ub−E < 0), êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà ïðåîäîëåâàåò åãî è äâèæåòñÿ äàëüøå, â
ïðîòèâîïîëîæíîì æå ñëó÷àå � îòðàæàåòñÿ îáðàòíî.

Îïðåäåëèì òåïåðü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â îáëàñòè ñëåâà îò áàðüåðà èí-
òåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü íàáåãàþùóþ èç `ìèíóñ áåñêî-
íå÷íîñòè' âîëíó eipx/h̄. Îòðàæåííàÿ âîëíà òàêæå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü, òî
åñòü â îáëàñòè x < −x0 ðåøåíèå èìååò âèä

ψ(x < −x0) = a+e
ipx/h̄ + a−e

−ipx/h̄.

Â îáëàñòè æå ñïðàâà îò áàðüåðà ñèòóàöèÿ äðóãàÿ � èñòî÷íèêîâ â `ïëþñ
áåñêîíå÷íîñòè' íåò, ïîýòîìó âîëíà e−ipx/h̄ â ýòîé îáëàñòè îòñóòñòâóåò:

ψ(x > x0) = c+e
ipx/h̄.

Íàêîíåö, â îáëàñòè áàðüåðà äîïóñòèìû îáà ðåøåíèÿ

ψ(−x0 < x < x0) = b+e
√

2m(Ub−E)x/h̄ + b−e
−
√

2m(Ub−E)x/h̄

(ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íå èìåþò ê ýòîé îáëàñòè ïðÿìîãî
îòíîøåíèÿ).

Âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ñêâîçü áàðüåð, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì êâàäðàòîâ ìîäóëåé ñîîòâåñòâóþùèõ ïëîñêèõ âîëí |c+/a+|2.
Àíàëîãè÷íî, âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ ðàâíà |a−/a+|2. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðå-
ñóåò îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ, íîðìèðîâêà âîëíîâîé ôóíêöèè íåâàæíà,
è îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ îáùåïðèíÿòîé ïðàêòèêîé, ìû âûáåðåì

a+ = 1,

è áóäåì âû÷èñëÿòü ïðîñòî êâàäðàòû ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ c+, a−.
Ó÷òåì, íàêîíåö, íåïðåðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé íà

ãðàíèöàõ áàðüåðà. Íà ëåâîé ãðàíèöå (â òî÷êå x = −x0) ýòè óñëîâèÿ ñîîò-
âåòñòâóþò ðàâåíñòâàì

e−ipx0/h̄ + a−e
ipx0/h̄ = b+e

−
√

2m(Ub−E)x0/h̄ + b−e
√

2m(Ub−E)x0/h̄

ipx0(e−ipx0/h̄ − a−eipx0/h̄) =
√

2m(Ub − E)(b+e
−
√

2m(Ub−E)x0/h̄ + b−e
√

2m(Ub−E)x0/h̄)
,

(3.8)
à íà ïðàâîé (â òî÷êå x = x0) �

c+e
ipx0/h̄ = b+e

−
√

2m(Ub−E)x0/h̄ + b−e
√

2m(Ub−E)x0/h̄

ipx0c+e
px0/h̄ =

√
2m(Ub − E)(b+e

√
2m(Ub−E)x0/h̄ + b−e

−
√

2m(Ub−E)x0/h̄)
(3.9)

Êàê è ïðè àíàëèçå ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ó íàñ ïîëó÷èëàñü
ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Îäíàêî, òåïåðü ìû èìååì äåëî ñ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé, ÷òî ôèçè÷åñêè
ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì èñòî÷íèêà â áåñêîíå÷íîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñèììåòðèåé çàäà÷è íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó íàëè÷èå èñòî÷íèêà óêà-
çàííóþ ñèììåòðèþ íàðóøàåò. Òåì íå ìåíåå, ðåøèòü ñèñòåìó íåñëîæíî, èëè
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ïîòðàòèâ íåêîòîðîå âðåìÿ íà âûêëàäêè, èëè âîñïîëüçîâàâøèñü îäíîé èç
ïðîãðàìì äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðèâåäåì ñðàçó ðåçóëüòàò.
Â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ íàc, ïðåæäå âñåãî, áóäåò èíòåðåñîâàòü àìïëèòóäà
âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç áàðüåð, òî åñòü êîýôôèöèåíò c+, êîòîðûé îêàçû-
âàåòñÿ ðàâíûì

c+ =
4ip
√

2m(Ub − E)e−2ipx0/h̄(
ip+

√
2m(Ub − E)

)2

e−2x0

√
2m(Ub−E)/h̄ −

(
ip−

√
2m(Ub − E)

)2

e2x0

√
2m(Ub−E)/h̄

(3.10)

0 1 2 3 4 5
0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

|c
+
|2

E/U
b

Ðèñ. 3.1: Âèä çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïðî-
õîæäåíèÿ |c+|2 îò ýíåðãèè ïàäàþùåé ÷àñòè-
öû.

Õîòÿ ïîëó÷åííîå âûðàæå-
íèå êàæåòñÿ äîâîëüíî ãðî-
ìîçäêèì, åãî àíàëèç íå
ñîñòàâëÿåò òðóäà. Ïðåæäå
âñåãî, âèäíî, ÷òî âåëè÷è-
íà c+ îòëè÷íà îò íóëÿ ïðè
ëþáîé âûñîòå áàðüåðà, â
òîì ÷èñëå è äëÿ `êëàññè÷å-
ñêè íåïðåîäîëèìîãî' áàðüå-
ðà Ub > E (îáùèé õîä çà-
âèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïðî-
õîæäåíèÿ |c+|2 îò ýíåðãèè
ïàäàþùåé ÷àñòèöû ïðèâå-
äåí íà ðèñóíêå). Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
â êâàíòîâîé ôèçèêå ñóùå-
ñòâóåò îòëè÷íàÿ îò íó-
ëÿ âåðîÿòíîñü ïðîõîæäå-
íèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç áàðüåð,
êàê áû âûñîê ýòîò áàðüåð
íå áûë. ßâëåíèå ïðîõîæäåíèÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû ÷åðåç êëàññè÷åñêè íåïðå-
îäîëèìûå ïðåïÿòñòâèÿ íàçûâàþò òóííåëüíûì ýôôåêòîì.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî â ïðåäåëå
√

2m(Ub − E)x0 � h̄ (òî åñòü, äëÿ äîñòà-
òî÷íî øèðîêîãî è/èëè âûñîêîãî áàðüåðà) â çíàìåíàòåëå ïîëó÷åííîé ôîð-
ìóëû äîìèíèðóåò îäíà èç ýêñïîíåíò, òî åñòü

c+ ≈
4ip
√

2m(Ub − E)e−2ix0p/h̄(
ip−

√
2m(Ub − E)

)2 e−2x0

√
2m(Ub−E)/h̄. (3.11)

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç áàðüåð ïðîïîðöè-
îíàëüíà

|c+|2 ∝ e−2L
√

2m(Ub−E)/h̄,

ãäå L = 2x0 � øèðèíà áàðüåðà. Ýòà âåëè÷èíà ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ïàäà-
åò ñ ðîñòîì âûñîòû èëè øèðèíû áàðüåðà, òàê ÷òî, êàê ïðàâèëî, òóííåëüíûé
ýôôåêò âåñüìà ìàë.

Îäíàêî ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ � èñêëþ÷èòåëü-
íî âàæíûé è èíòåðåñíûé ôèçè÷åñêèé ýôôåêò. Åãî ïðîèñõîæäåíèå ìîæíî
ïîíÿòü, ãëÿäÿ íà `óñòðîéñòâî' âîëíîâûõ ôóíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, êî-
òîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè íà ïðîøëîé ëåêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà âîëíîâàÿ
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ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îáëàñòè âíå ÿìû, íî ñîäåðæèò â ýòîé
îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàþùèå `õâîñòû'. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â ïîäáàðüåðíîé (êëàñ-
ñè÷åñêè çàïðåùåííîé) îáëàñòè. Åñëè ðàññìîòðåòü ïîòåíöèàë, ñîñòîÿùèé èç
äâóõ áàðüåðîâ è ïîìåñòèòü ÷àñòèöó â ÿìó ìåæäó íèìè, òî èç-çà âîçìîæíî-
ñòè ïðîíèêíîâåíèÿ ÷àñòèöû â ïîäáàðüåðíóþ îáëàñòü ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíî-
ãî ñïåêòðà ÿìû îêàæóòñÿ íåóñòîé÷èâûìè � ÷àñòèöà áóäåò èìåòü íåíóëåâóþ
âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàòü ñêâîçü áàðüåð è óëåòåòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Âåðî-
ÿòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ òàêîé æå ýêñïîíåíòîé, êàê ìû âûïèñà-
ëè âûøå. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò âàæíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ðàññìîòðåííîì âûøå
ñëó÷àåì ÷àñòèöû, îòðàæàþùåéñÿ îò áàðüåðà, è çàïåðòîé â ÿìå ìåæäó äâó-
ìÿ áàðüåðàìè. Â ñëó÷àå îòðàæåíèÿ îò áàðüåðà ôèçè÷åñêè ÿñíî, ÷òî ÷àñòèöà
ïðîâîäèò â åãî îêðåñòíîñòè êîíå÷íîå âðåìÿ è íàøè ôîðìóëû îïèñûâàþò (ñ
òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî äëÿ íàñ ìíîæèòåëÿ) ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü
òóííåëèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå æå çàïåðòîé ìåæäó äâóìÿ áàðüåðàìè ÷àñòèöû
÷àñòèöà âñåãäà íàõîäèòñÿ â îêðåñòíîñòè áàðüåðà. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå
íàøè ôîðìóëû äàþò âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè, à
èìåííî, âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ h̄/E. Ïîýòîìó,
åñëè ïîäîæäàòü äîñòàòî÷íî äîëãî, ÷àñòèöà îáÿçàòåëüíî ïîêèíåò ÿìó è óëå-
òèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Èíûìè ñëîâàìè, òóííåëüíûé ýôôåêò ëåã÷å âñåãî íà-
áëþäàòü, êîãäà ðå÷ü èäåò î ïðîíèêíîâåíèè ÷åðåç áàðüåð èç ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû â ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ìàëóþ âåëè÷èíó
ýôôåêòà ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü áîëüøèì âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ.

Ðàçóìååòñÿ, ðåàëüíûå ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû ìîãóò èìåòü ôîðìó, îò-
ëè÷íóþ îò ïðÿìîóãîëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ôèçè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü òóí-
íåëèðîâàíèÿ ñêâîçü áàðüåð ñîõðàíÿåòñÿ, íî ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ýòîãî ïðîöåññà, äîëæíà áûòü ìîäèôèöèðîâàíà. Ýòî îêàçûâàåòñÿ
íåñëîæíî ñäåëàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûñîòà áàðüåðà ìåäëåííî ìåíÿåò-
ñÿ ñ èçìåíåíèåì êîîðäèíàòû. Ìàòåìàòè÷åñêè, ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ
∂Ub
∂x �

Ub
λ , ãäå λ = h̄√

2m(Ub−E)
� õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá

èçìåíåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè5. Êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâ-
êîé, ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííîãî ñèëüíîãî íåðàâåíñòâà óðàâíåíèþØðåäèí-
ãåðà óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ6

ψ = e±
∫ √

2m(Ub−E)dx/h̄.

Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

e±2
∫ √

2m(Ub−E)dx/h̄. (3.12)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà, äëÿ êîòîðîãî çàâèñèìîñòü ïî-
òåíöèàëà îò îò êîîðäèíàòû â îáëàñòè áàðüåðà âîîáùå îòñóòñòâóåò, ôîðìóëà
(3.12) äàåò

∫ √
2m(Ub − E)dx =

√
2m(Ub − E)x, è ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ïî-

ëó÷åííîìó ðàíåå ðåçóëüòàòó.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ

òóííåëüíûé ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.

5Äëÿ îáëàñòè, â êîòîðîé êëàññè÷åñêîå äâèæåíèå ðàçðåøåíî, òàêèì ìàñøòàáîì ÿâëÿ-
åòñÿ äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ 2πh̄√

2m(E−Ub)
.

6Ýòî ïðèáëèæåíèå íàçûâàþò WKB, ïî èìåíàì àâòîðîâ � Wentzel�Kramers�Brillouin
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3.6 Òåîðèÿ α-ðàñïàäà

Êàê âû çíàåòå, ÿäðà àòîìîâ ñîñòîÿò èç ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ, ïðè ýòîì
÷èñëî ïðîòîíîâ â ÿäðå Z îïðåäåëÿåò íîìåð ýëåìåíòà â ïåðèîäè÷åñêîé ñè-
ñòåìå. Äëÿ êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå ÷èñëî èçîòîïîâ
- ÿäåð, ðàçëè÷àþùèõñÿ êîëè÷åñòâîì íåéòðîíîâ. Ìíîãèå ÿäðà íåóñòîé÷èâû
îòíîñèòåëüíî ðàñïàäà íà äâå ÷àñòè, ñóììàðíîå ÷èñëî ïðîòîíîâ è íåéòðî-
íîâ â êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ èõ êîëè÷åñòâîì â èñõîäíîì ÿäðå. Óñòîé÷èâîñòü
ÿäðà îòíîñèòåëüíî òîãî èëè èíîãî ðàñïàäà ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîäñ÷èòàâ
äåôåêò ìàññ � ðàçíèöó ìàññ èñõîäíîãî ÿäðà è îáëîìêîâ. Åñëè äåôåêò ìàññ
ïîëîæèòåëåí, ýòî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé E = mc2 îçíà÷àåò, ÷òî ðàñïàä
ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäåí, òî åñòü èñõîäíîå ÿäðî íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî
äàííîãî òèïà ðàñïàäà. Èçáûòîê ýíåðãèè âûäåëÿåòñÿ â âèäå êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ïðîäóêòîâ ðàñïàäà.

Îäèí èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ òèïîâ ðàñïàäà � òàê íàçûâàåìûé
α-ðàñïàä, ïðè êîòîðîì îäíèì èç îáëîìêîâ ÿâëÿåòñÿ ÿäðî ãåëèÿ-4, ñîñòîÿùåå
èç äâóõ ïðîòîíîâ è äâóõ íåéòðîíîâ (â ÿäåðíîé ôèçèêå òàêîå ÿäðî, ëèøåííîå
ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê, íàçûâàþò α-÷àñòèöåé). Íåóñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëü-
íî α-ðàñïàäà ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå ÿäðà òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ; äëÿ ÷àñòè ýòèõ
ÿäåð α-ðàñïàä äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.

α-ðàñïàä áûë îäíèì èç ïåðâûõ ÿäåðíûõ ïðåâðàùåíèé, îáíàðóæåííûõ
ôèçèêàìè. Ê 1911 ãîäó áûëà ýìïèðè÷åñêè óñòàíîâëåíà îñíîâíàÿ îñîáåí-
íîñòü ýòîãî ÿâëåíèÿ � ðåçêàÿ çàâèñèìîñòü âðåìåíè æèçíè ðàñïàäàþùåãîñÿ
ÿäðà îò ýíåðãèè, âûäåëÿþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà (áîëüøóþ ÷àñòü ýòîé
ýíåðãèè óíîñèò α-÷àñòèöà). Êîíêðåòíåå, áûëî óñòàíîâëåíî ïðàâèëî Ãåéãåðà-
Íåòîëëà (H.Geiger, J.M.Nutall) � â ðÿäó α-ðàäèîàêòèâíûõ èçîòîïîâ îäíîãî
ýëåìåíòà, âðåìÿ æèçíè ÿäðà ñâÿçàíî ñ âûäåëÿåìîé ýíåðãèåé ôîðìóëîé

T ≈ e−A+B/
√
E ,

ãäå A,B � íåêîòîðûå (çàâèñÿùèå îò Z) ïîñòîÿííûå. Íà ïðàêòèêå, èçìåíåíèå
ýíåðãèè α-÷àñòèö ìåíåå, ÷åì âäâîå (íàïðèìåð, îò 4 äî 6 ÌýÂ), ñîïðîâîæäà-
åòñÿ èçìåíåíèåì âðåìåíè æèçíè ÿäðà íà 7 ïîðÿäêîâ! Ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ
òàêîé çàâèñèìîñòè äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëèñü íåîáúÿñíåííûìè. Çàãàäî÷íîñòè
äîáàâëÿëî òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáðàòíûé ïðîöåññ � ïîãëîùåíèå ÿäðîì α-
÷àñòèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãèè � íàáëþñòè íå óäàâàëîñü.

Ðåøåíèå áûëî íàéäåíî â 1928 ãîäó Ã.Ãàìîâûì, êîòîðûé, ñîáñòâåííî, è
îáðàòèë âíèìàíèå íà ïðîíèêíîâåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè â êëàññè÷åñêè çà-
ïðåùåííóþ îáëàñòü è ñâÿçàííóþ ñ ýòèì âîçìîæíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ. Â
òåîðèè Ãàìîâà ðàñïàäàþùååñÿ ÿäðî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê α-÷àñòèöà, ñâÿçàí-
íàÿ ñ îñòàëüíûìè íóêëîíàìè êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ÿäåðíûìè ñèëàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëåíèå áàðüåðà ñâÿçàíî ñ êóëîíîâñêèì îòòàëêèâàíèåì çà-
ðÿæåííîé α-÷àñòèöû è îñòàëüíûõ íóêëîíîâ:

Ub =
2(Z − 2)e2

r
.

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ E ïðè òóííåëèðîâàíèè íå ìåíÿåòñÿ, åå ìîæíî îïðåäå-
ëèòü èç ýêñïåðèìåíòà êàê ýíåðãèþ ïðîäóêòîâ ðàñïàäà. Èìåííî ýòà âåëè÷èíà
âõîäèò â ôîðìóëó Ãåéãåðà-Íåòàëëà. Âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.12), â êîòîðóþ ñëåäóåò ïîäñòàâèòü âûïèñàííîå âûðàæå-
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íèå äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà7. Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàë â ýòîé ôîðìóëå
âû÷èñëÿåòñÿ ïî êëàññè÷åñêè çàïðåùåííîé îáëàñòè. Ýòà îáëàñòü ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ îò ìàëûõ ðàññòîÿíèé, íà êîòîðûõ ïåðåñòàþò äåéñòâîâàòü ÿäåðíûå
ñèëû, äî òî÷êè, â êîòîðîé âåëè÷èíà êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ñðàâíèâàåòñÿ
ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé α-÷àñòèöû, r0 = 2(Z − 2)e2/E. Â ñàìîì ïðîñòîì
ïðèáëèæåíèè, ðàäèóñ äåéñòâèÿ ÿäåðíûõ ñèë ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íó-

ëþ. Òîãäà âû÷èñëåíèå äàåò
∫ r0

0

√
2(Z−2)e2

r − Edr = 2(Z−2)e2√
E

∫ 1

0

√
1/x− 1dx

(èíòåãðàë â ïîñëåäíåé ôîðìóëå, ðàçóìååòñÿ, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí, íî åãî
êîíêðåòíîå çíà÷åíèå äëÿ íàñ ñåé÷àñ íå âàæíî). Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîç-
âîëÿåò îáúÿñíèòü çàâèñèìîñòü Ãåéãåðà-Íåòîëëà. Áîëåå òîãî, òî÷íîñòè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è èñïîëüçóåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ÂÊÁ îêàçàëîñü äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ó÷åñòü îòëè÷èå íèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ îò íó-
ëÿ è òàêèì îáðàçîì îöåíèòü ðàäèóñû àòîìíûõ ÿäåð. Ïîëó÷èëà îáúÿñíåíèå
è ïðàêòè÷åñêàÿ íåâîìîæíîñòü íàáëþäàòü îáðàòíûé òóííåëèðîâàíèþ ïðî-
öåññ � ïðè ñòîëêíîâåíèè α-÷àñòèöû ñ ÿäðîì îíè êîíòàêòèðóþò î÷åíü ìàëîå
âðåìÿ, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ñêâîçü òóííåëüíûé áàðüåð çà ýòî
âðåìÿ îêàçûâàåòñÿ íè÷òîæíî ìàëà.

Ðàáîòà Ãàìîâà âûçâàëà áîëüøîé ðåçîíàíñ â ôèçè÷åñêîì ñîîáùåñòâå. Ïî-
ìèìî îáúÿñíåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé α-ðàñïàäà è ââåäåíèÿ íîâîé äëÿ ôèçèêè
êîíöåïöèè òóííåëüíîãî ïåðåõîäà, îíà ïîêàçàëà, ÷òî çàêîíû êâàíòîâîé ôè-
çèêè, óñòàíîâëåííûå ðàíåå äëÿ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîñðåäñòâîì
ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ãîäÿòñÿ òàêæå è äëÿ íóêëîíîâ, âçàè-
ìîäåéñòâèå êîòîðûõ èìååò ñîâåðøåííî äðóãóþ ïðèðîäó. Èíûìè ñëîâàìè,
ðåçóëüòàòû Ãàìîâà çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèëè óñòàíîâëåííóþ îáëàñòü ïðèìå-
íèìîñòè êâàíòîâîé òåîðèè.

3.7 Ñïåêòð êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà

Ïåðåéäåì ê åùå îäíîé èç áàçîâûõ ìîäåëåé êâàíòîâîé ôèçèêè � ãàðìîíè÷å-
ñêîìó îñöèëëÿòîðó. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòà ìîäåëü ãîðàçäî áîëåå ôèçè÷-
íà, ÷åì ðàçîáðàííàÿ íàìè ðàíåå ìîäåëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëà. Äåëî
â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé ìîäåëè ñèñòåìû âñòðå÷àþòñÿ íåñðàâíèìî
÷àùå, ÷åì ìîäåëè ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïîòåíöèàëîì. Óìåñòíî ñðàçó âñïîìíèòü
êëàññè÷åñêóþ ìåõàíèêó, ãäå ìîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âñòðå÷à-
åòñÿ ïðè îïèñàíèè ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðàêòè-
÷åñêè ëþáûõ ñèñòåì8 (íóæíî òîëüêî, ÷òîáû âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà
â òî÷êå ìèíèìóìà íå îáðàùàëàñü â íóëü).

Ïðàêòè÷åñêèì êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò èõ àìïëèòóäû � ìî-
äåëü ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðèìåíèìà, åñëè ýòîé çàâèñèìîñòüþ ìîæ-

7Ðàçóìååòñÿ, íàø âûâîä ôîðìóëû (3.12) êàñàåòñÿ òîëüêî îäíîìåðíûõ çàäà÷. Âïðî-
÷åì, ôîðìóëà äëÿ òðåõìåðíûõ ñèñòåì ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà, ïðè ýòîì èíòåãðàë (3.12)
âû÷èñëÿåòñÿ âäîëü íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ïîä áàðüåðîì. Äëÿ çàäà÷è îá
α-ðàñïàäå ýòà òðàåêòîðèÿ � ïðîñòî îòðåçîê, íàïðàâëåííûé èç öåíòðà àòîìà.

8Â êâàíòîâîé ôèçèêå ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî èíàÿ. Êàê âû ïîìíèòå, èç-çà ñîîòíîøåíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòåé êîîðäèíàòà êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà íå ìîæåò â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü
ñ ìèíèìóìîì ïîòåíöèàëà, òàê ÷òî íåîáõîäèìî òðåáîâàòü, ÷òîáû ïîòåíöèàë ìîæíî áûëî
ïðèáëèçèòü ïàðàáîëîé âî âñåé îáëàñòè ëîêàëèçàöèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû.
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íî ïðåíåáðå÷ü. Ñðåäè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, âåäóùèõ ñåáÿ êàê ãàðìîíè÷åñêèå
îñöèëëÿòîðû, ñëåäóåò ïðåæäå âñåãî óïîìÿíóòü ôîòîííûå ìîäû. Ðàññìîò-
ðèì âíà÷àëå îäíîìåðíûé ðåçîíàòîð äëèíû L, è ââåäåì ïðîñòåéøèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà åãî ñòåíêàõ,
ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ 0, L. Ñîáñòâåííûå ìîäû ýòîãî ðåçîíàòîðà ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñòîÿ÷èå âîëíû ñ îãèáàþùåé âèäà sin(kx), ãäå âîëíîâîå ÷èñ-
ëî k äîëæíî áûòü âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ: k = πj

L , j � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. ×àñòîòà êîëåáàíèé êàæ-
äîé èç ýòèõ ìîä ñîñòàâëÿåò ω = ck, è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîäû9. Ñîîòâåòñòâåííî, êàæäàÿ èç ôîòîííûõ ìîä
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Òàêæå ìîäåëü ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì, äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé
àòîìîâ â ìîëåêóëàõ è êðèñòàëëàõ.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèåé êîîðäèíàòû, òàê ÷òî ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãå-
ðà äëÿ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

Eψ = − h̄2

2m

∂2ψ

∂x2
+
mω2x2

2
ψ (3.13)

Çäåñü m � ìàññà, ω � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà (÷àñòîòà êîëåáàíèé
êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû). Ìû âûáðàëè ñèñòåìó êî-
îðäèíàò è íà÷àëî îòñ÷åòà ýíåðãèè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìèíèìóì ïîòåíöèàëà
íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è èìååò íóëåâîå çíà÷åíèå ýíåðãèè.

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû, äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè óõîä ÷àñòèöû íà áåñêîíå÷íîñòü íåâîçìîæåí � êàêóþ
áû ýíåðãèþ ÷àñòèöà íå èìåëà, îíà â ëþáîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ çàïåðòîé
ìåæäó ðàñòóùèõ âåòâåé ïàðàáîëû. Ïîýòîìó âñå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî ãàð-
ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
Îïðåäåëèì ñâîéñòâà ýòèõ ñîñòîÿíèé.

Ïðîùå âñåãî íà÷àòü ñ èìåþùåãî íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ (îñíîâíîãî) ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

ψ ∝ e−mω2h̄ x
2

.

Òîò ôàêò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, ìîæíî
ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé. Ýòà æå ïîäñòàíîâêà äàåò çíà÷åíèå ýíåðãèè
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ

E0 =
1

2
h̄ω.

Âîëíîâûå ôóíêöèè è ýíåðãèè îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, èñ-
ïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ïðèåì. Ïóñòü ψ(x) � èçâåñòíàÿ íàì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ñîñòîÿíèÿ, èìåþùåãî ýíåðãèþ E (íàïðèìåð, òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ). Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íî-
ãî ìíîæèòåëÿ, âîëíîâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ è (ip̂−mωx̂)ψ ≡ (h̄ ∂

∂x−mωx)ψ.

9Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ôîòîííîé ìîäû îò àìïëèòóäû ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ
îïòè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ñðåäû, çàïîëíÿþùåé ðåçîíàòîð, è íàáëþäàåòñÿ ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ìîùíûõ ëàçåðíûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà äëÿ ðåçîíàòîðîâ, ñîäåðæàùèõ ìàòåðèàëü-
íûå ñðåäû (ãàçû, æèäêîñòè, òâåðäûå òåëà èëè ïëàçìó). Åñëè æå ðåçîíàòîð íå çàïîëíåí
íèêàêîé ñðåäîé, ïîäîáíóþ çàâèñèìîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îïòè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ âàêó-

óìà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáîðóäîâàíèÿ íàáëþäàòü íå
óäàåòñÿ.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è èñ-
ïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ [x̂2, p̂] = 2ih̄x, [p̂2, x̂] = −2ih̄p, óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ïðè ýòîì ñîáñòâåííàÿ ýíåð-
ãèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíà E + h̄ω.

Ê ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì íîâîé âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæíî âíîâü
ïðèìåíèòü óêàçàííûé îïåðàòîð, ïîëó÷èòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùå-
ãî ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E + 2h̄ω, è òàê äàëåå. Ýíåðãèÿ ëþáîãî èç óðîâíåé
äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

En =

(
n+

1

2

)
h̄ω, (3.14)

ãäå n � íîìåð óðîâíÿ (â íàøåé ïðîöåäóðå � ÷èñëî ðàç, êîòîðîå íåîáõîäèìî
ïîäåéñòâîâàòü íà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðîì (ip̂− imωx̂), ÷òîáû ïîëó-
÷èòü äàííîå).

Âûïèøåì òàêæå âèä âîëíîâûõ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðâûõ óðîâíåé10

ψ0 ∝ e−
mω
2h̄ x

2

ψ1 ∝ (ip+ x)ψ0 ∝ xe−
mω
2h̄ x

2

ψ2 ∝ (ip+ x)ψ1 ∝
(
mω
2h̄ x

2 − 1
)
e−

mω
2h̄ x

2

(3.15)

Íåäîñòàþùèå ìíîæèòåëè â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ íîð-
ìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè.

3.8 Òåðìîäèíàìèêà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-

ðà

Äèñêðåòíûé õàðàêòåð ñïåêòðà ïðîÿâëÿåòñÿ, ñðåäè ïðî÷åãî, â òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êâàíòîâûõ îáúåêòîâ. Ìû óæå çíàêîìû ñ îäíèì èç ïðàêòè-
÷åñêèõ ñëåäñòâèé ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà � èçëó÷åíèå íàãðåòûõ òåë íå ìîæåò
áûòü îïèñàíî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Ñåé÷àñ ìû ãîòîâû âûâåñòè
ôîðìóëó Ïëàíêà, áàçèðóÿñü íà ñîâðåìåííîì àïïàðàòå êâàíòîâîé òåîðèè.
Ñíà÷àëà ìû îïèøåì òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà îäèíî÷íîãî ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà, à ïîòîì ïåðåéäåì ê ñîâîêóïíîñòè îñöèëëÿòîðîâ ñ ðàç-
íûìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè � ñèñòåìå, êîòîðóþ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàç
ôîòîíîâ.

Èòàê, ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëÿòîð ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω,
èìåþùèé ñïåêòð (3.14), ïðè òåìïåðàòóðå T . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûìè
ïîëîæåíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â êàæ-
äîì èç åå ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò ýíåðãèè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ E è îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

pn = Z−1e−
En
kT , (3.16)

ãäå ìíîæèòåëü Z îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà åäèíèöå âåðîÿòíîñòè
îáíàðóæèòü ñèñòåìó â êàêîì-ëèáî èç âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé:

∑
n pn = 1,

10Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîëüíîãî óðîâíÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

ψn = Pn(
√
mω
2h̄
x)e−

mω
2h̄

x2
, ãäå Pn � ïîëèíîìû Ýðìèòà. Ïîëèíîì Pn(x), à ñ íèì è âîë-

íîâàÿ ôóíêöèÿ n-òîãî óðîâíÿ, èìååò n íóëåé. Ýòà ñèòóàöèÿ (ñîâïàäåíèå ÷èñëà íóëåé
âîëíîâîé ôóíêöèè è íîìåðà óðîâíÿ) ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ âñåõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.
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îòêóäà

Z =
∑
n

e−
En
kT . (3.17)

Âåëè÷èíó Z íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé ñèñòåìû. Äëÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîãî îñöèëëÿòîðà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.14),

Z =
∑
n

e−
h̄ω
kT (n+ 1

2 ). (3.18)

Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷ëåíû ðÿäà áåñ-
êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîýòîìó ñóììèðîâàíèå äàåò

Z =
e−

h̄ω
2kT

1− e− h̄ωkT
, (3.19)

è âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â çàäàííîì ñîñòîÿíèè ðàâíà

pn =
(

1− e− h̄ωkT
)
e−n

h̄ω
kT , (3.20)

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê âåäåò ñåáÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â îñ-
íîâíîì ñîñòîÿíèè p0 = 1− e− h̄ωkT â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû. Ïîêà òåì-
ïåðàòóðà äîñòàòî÷íî ìàëà, à èìåííî, ïðè kT � h̄ω, ýòà âåðîÿòíîñòü îòëè-
÷àåòñÿ îò åäèíèöû íà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëóþ âåëè÷èíó, òî åñòü ñèñòåìà
ïî÷òè íàâåðíÿêà íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ïðåäâàðÿÿ äàëüíåéøèå
ðàñ÷åòû, çàìåòèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ðåæèìå ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ
ñèñòåìû11 E ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ðàâíà h̄ω

2 è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò
òåìïåðàòóðû. Îñòàëüíûå óðîâíè íå äàþò ñêîëüêî-íèáóäü çàìåòíîãî âêëàäà
â òåðìîäèíàìèêó ñèñòåìû (ïðèíÿòî ãîâîðèòü ïðî âûìîðàæèâàíèå äàííîé
ñòåïåíè ñâîáîäû). Åñëè æå òåìïåðàòóðà ñðàâíèìà ñ h̄ω èëè çíà÷èòåëüíî
ïðåâûøàåò ýòó âåëè÷èíó, âåëè÷èíà p0 ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ
îò åäèíèöû, è âêëàä âûøåëåæàùèõ óðîâíåé â ñâîéñòâà ñèñòåìû îêàçûâà-
åòñÿ çíà÷èòåëüíûì.

Âû÷èñëèì ñðåäíþþ âåëè÷èíó ýíåðãèè

E =
∑
n

Enpn = Z−1
∑
n

Ene
−EnkT . (3.21)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû â ýòîì âûðàæåíèè ïðîùå âñåãî çàìåòèòü, ÷òî îíà
ðàâíà− ∂Z

∂(1/kT ) (ïðîâåðÿåòñÿ ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ

(3.17)). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.19) äëÿ Z, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé íàõîäèì

E =
h̄ω

2
+

h̄ω

e
h̄ω
kT − 1

. (3.22)

Â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ìàëî, òî åñòü, â ïîäòâåðæäåíèå ðàíåå ñäåëàííîãî âûâîäà,
E(kT � h̄ω) = h̄ω

2 . Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå âûñîêèõ òåìïåðàòóð ðàç-

ëîæåíèå ýêñïîíåíòû â ðÿä Òåéëîðà äàåò E(kT � h̄ω) = h̄ω
2 + kT .

11Âî èçáåæàíèå ðàçíî÷òåíèé ñî ñðåäíèì ïî çàäàííîìó ñîñòîÿíèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû,
ìû îáîçíà÷àåì óñðåäíåíèå ïî òåìïåðàòóðíûì ôëóêòóàöèÿì ÷åðòîé.
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Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì
E = kT (åñëè âû íå ïîìíèòå ýòîé ôîðìóëû, åå ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïðèíöè-
ïà ñîîòâåòñòâèÿ, óñòðåìèâ ê íóëþ ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà â âûðàæåíèè (3.22)).
Âèäíî, ÷òî êà÷åñòâåííûõ îòëè÷èé äâà: âî-ïåðâûõ, â êâàíòîâîì ñëó÷àå ýíåð-
ãèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ íå îò äíà îñöèëëÿòîðà, à îò ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
h̄ω
2 ; âî-âòîðûõ, äëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì ïðèñóòñòâóåò ôåíîìåí `âûìîðàæèâà-
íèÿ'. Èìåííî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îïðåäåëÿåò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå
êâàíòîâîé òåîðèè èçëó÷åíèÿ îò êëàññè÷åñêîé è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü `óëü-
òðàôèîëåòîâîé êàòàñòðîôû'12.

3.9 Âûâîä ôîðìóëû Ïëàíêà

Âûâîä ôîðìóëû Ïëàíêà îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè î ôîòîííûõ ìîäàõ êàê î
ñîâîêóïíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ðàçóìååòñÿ, íèêàêèõ ôàêòè÷å-
ñêèõ êîëåáëþùèõñÿ ÷àñòèö îïðåäåëåííîé ìàññû ïðè ýòîì íåò13 � êîëåáàíèÿ
ñîâåðøàþò âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ14. Ïî ñ÷àñòüþ, äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òåðìîäèíàìèêè îñöèëëÿòîðà ñîâåðøåííî íåâàæíî, ÷òî èìåííî
êîëåáëåòñÿ, òàê êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà è âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé ýíåðãèè
äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ÷àñòîòó êîëåáàíèé. Òîò æå ôàêò, ÷òî ðå÷ü èäåò î
èìåííî î ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ, êàê ìû ãîâîðèëè â íà÷àëå ëåêöèè,
ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè ýòîé ÷àñòîòû îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Èòàê, ðàç ôîòîííûé ãàç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ îñ-
öèëëÿòîðîâ, à òåðìîäèíàìèêà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà íàì èçâåñòíà,
íàäî ïðîñòî êîíêðåòèçèðîâàòü, ñêîëüêî è êàêèõ îñöèëëÿòîðîâ èìååòñÿ â
çàïîëíåííîì ôîòîíàìè îáúåìå. Òîãäà ñâîéñòâà ñèñòåìû â öåëîì, íàïðèìåð
ñðåäíþþ ýíåðãèþ, ìîæíî áóäóò îïðåäåëèòü, ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì îñöèë-
ëÿòîðàì âåëè÷èíó ñðåäíåé ýíåðãèè êàæäîãî èç íèõ.

Ðàññìîòðèì ïîëîñòü â âèäå êóáà ñ ðåáðîì L, çàïîëíåííóþ ôîòîííûì
ãàçîì, íàõîäÿùèìñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñî ñòåíêàìè ïîëî-
ñòè, òî åñòü, èìåþùèì çàäàííóþ òåìïåðàòóðó T . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü
ðàçíîñòü ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû è ýíåðãèè åå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî
åñòü, ýíåðãèÿ, `âêà÷àííàÿ' â ïîëîñòü èç-çà íàãðåâà ñòåíîê. Äëÿ êàæäîé èç
ôîòîííûõ ìîä ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∆E(ω) =
h̄ω

e
h̄ω
kT − 1

, (3.23)

ãäå ω � ÷àñòîòà ìîäû.
Êîãäà ìû ðàíåå ãîâîðèëè î ôîòîííûõ ìîäàõ ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà,

ìû èñïîëüçîâàëè ïëîñêèå âîëíû E ∝ ei(kr−ω(k)t), ω = ck (âî èçáåæàíèå
ïóòàíèöû ñ ýíåðãèåé, â ýòîé ëåêöèè ìû îáîçíà÷àåì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E
êàëëèãðàôè÷åñêèì øðèôòîì). Ôîòîííûå ìîäû äëÿ ïîëîñòè êîíå÷íûõ ðàç-
ìåðîâ, ðàçóìååòñÿ, îòëè÷àþòñÿ îò ìîä ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà (ñèòóàöèÿ

12Íàëè÷èå íóëåâûõ êîëåáàíèé ôîòîííûõ ìîä òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî çíà÷èìî. Âî-
ïåðâûõ, ñ íèìè ñâÿçàíî ïîÿâëåíèå ñèëû Êàçèìèðà, îïèñûâàþùåé ïðèòÿæåíèå äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðîâîäÿùèõ ïîâåðõíîñòåé. Âî-âòîðûõ, ñ íàëè÷èåì íóëåâûõ êîëåáàíèé ñâÿçà-
íû íåêîòîðûå ýôôåêòû íåëèíåéíîé îïòèêè, â ÷àñòíîñòè ñïîíòàííîå ïàðàìåòðè÷åñêîå

ðàññåÿíèå ñâåòà.
13Ìàññà ïîêîÿ ôîòîíà ðàâíà íóëþ, è íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷å.
14Èìåííî ýòè âåëè÷èíû èãðàþò ðîëü êîîðäèíàòû è èìïóëüñà îñöèëëÿòîðà ïðè îïèñà-

íèè ôîòîííîé ìîäû, åñëè ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîÿ÷óþ âîëíó â ðåçîíàòîðå.

56



âïîëíå àíàëîãè÷íà ðàçëè÷èþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ñîñòîÿ-
íèé äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî ñïåêðà). Åñëè ïîëîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà,
íàì, âïðî÷åì, áåçðàçëè÷íî, êàê èìåííî `óñòðîåíû' ñòåíêè � äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ñðåäíèõ äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ñâîéñòâà îáúåìà ïîëîñòè. Ïîýòîìó
äëÿ âûâîäà ôîðìóë, îïðåäåëÿþùèõ êîëè÷åñòâî ôîòîííûõ ìîä, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ëþáûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � õîòÿ ðàçíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ïî âèäó ôîòîííûì ìîäàì, îòâåò äëÿ âû÷èñëÿåìûõ
ñðåäíèõ äîëæåí âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòüñÿ îäèíàêîâûì.

Ïðîùå âñåãî èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, î êîòîðûõ ìû óæå ãîâîðèëè ðàíüøå. Íàïîìíèì, ÷òî óäîáñòâî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ìîäû ïîëîñòè èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è ìîäû ñâîáîäíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, íî òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî âåêòîðà k: ïåðèî-
äè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òîëüêî åñëè k = 2π

L {jx, jy, jz},
ãäå {jx, jy, jz} � âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ öåëûå ÷èñëà.

Â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê âû, âåðîÿòíî, óæå çíàåòå èç êóð-
ñà ýëåêòðîäèíàìèêè, êàæäîìó íàáîðó {jx, jy, jz} ñîîòâåòñòâóåò äâå ìîäû,
ðàçëè÷àþùèõñÿ íàïðàâëåíèåì ïîëÿðèçàöèè.

Îïðåäåëèì, êàêîå ÷èñëî ôîòîííûõ ìîä èìååò ÷àñòîòó, ëåæàùóþ â çà-
äàííîì èíòåðâàëå ω1...ω2. Ýòà âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

N(ω1, ω2) =
∑

k:ω1<ω(k)<ω2

2 (3.24)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì âîëíîâîãî
âåêòîðà k = 2π

L {jx, jy, jz} (òî åñòü, ôàêòè÷åñêè, ïî öåëî÷èñëåííûì èíäåê-
ñàì jx, jy, jz), òàêèì, ÷òî ÷àñòîòà ω(k) = ck ëåæèò â çàäàííîì èíòåðâàëå.
Äâîéêà � ÷èñëî âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé ïîëÿðèçàöèè. Ïîëàãàÿ, ÷òî ðàçìåð
ïîëîñòè äîñòàòî÷íî âåëèê, ïåðåéäåì îò ñóììèðîâàíèÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

N(ω1, ω2) = 2

(
L

2π

)3 ∫
k:ω1<ω(k)<ω2

d3k. (3.25)

Èíòåãðàë â ýòîì âûðàæåíèè � ýòî ïðîñòî îáúåì îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé øàðîâîé ñëîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé îáúåìà
øàðà, îí ðàâåí 4π

3

(
k3

2 − k3
1

)
, ãäå k1,2 = ω1,2/c. Åñëè ðàçíèöà ω2 − ω1 äîñòà-

òî÷íî ìàëà, ýòà âåëè÷èíà ðàâíà ïëîùàäè ñôåðû ðàäèóñà k1, óìíîæåííîé
íà òîëùèíó øàðîâîãî ñëîÿ k2 − k1, ÷òî äàåò

N(ω, ω + dω) =
8πω2

c3

(
L

2π

)3

dω. (3.26)

Çàïàñåííàÿ â ýòèõ ìîäàõ ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ñîñòàâëÿåò ∆E(ω)N(ω, ω+
dω). ×èñëî ìîä, îòíåñåííîå ê îáúåìó ñèñòåìû è ê âåëè÷èíå ÷àñòîòíîãî èí-
òåðâàëà, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïëîòíîñòü
ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ â âàêóóìå, òàêèì îáðàçîì, ðàâíà

ρ(ω) =
N(ω, ω + dω)

L3dω
=

ω2

π2c3
. (3.27)

Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü òåïëîâîé ýíåðãèè â ñèñòåìå íà åäèíèöó ÷àñòîòíîãî èí-
òåðâàëà, î÷åâèäíî, ðàâíà

∆E(ω)ρ(ω) =
h̄ω3

π2c3
1

e
h̄ω
kT − 1

(3.28)
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Ôîðìóëà Ïëàíêà îïðåäåëÿåò íå ïëîòíîñòü ýíåðãèè, à åå ïîòîê â íàïðàâ-
ëåíèè îò ñòåíêè ïîëîñòè. Ýòè âåëè÷èíû ñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì.
Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî ïîëîâèíà ôîòîíîâ âáëèçè èíòåðåñóþùåé
íàñ ñòåíêè èñïóùåíà åé, ïîñêîëüêó îñòàëüíàÿ ïîëîâèíà ëåòèò íà ñòåíêó.
Îñòàëüíàÿ ïîëîâèíà äâèæåòñÿ îò ñòåíêè ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ15 c/2. Òàêèì
îáðàçîì, ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñâÿçàíà ñ åå ïîòîêîì êîýôôèöèåíòîì c/4, è ìû
ïðèõîäèì ê ôîðìóëå Ïëàíêà

h̄ω3

4π2c2
1

e
h̄ω
kT − 1

(3.29)

3.10 Ïîíÿòèå î âûðîæäåíèè â ñèñòåìàõ ñî ñôå-

ðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Òðåõìåðíûé ãàðìî-

íè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñîñòîÿíèÿì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ÷àñòèöû â òðåõìåð-
íîì ïîòåíöèàëå, èìåþùåì ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ. Óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà äëÿ òàêîé çàäà÷è èìååò âèä

− h̄2

2m
∆ψ(r) + U(r)ψ(r) = Eψ(r) (3.30)

Ñèìâîëîì r îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå äî íà÷àëà êîîäèíàò; çàâèñèìîñòü ïî-
òåíöèàëà òîëüêî îò r (à íå îò êàæäîé èç êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà r) è
îçíà÷àåò åãî ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êîìïîíåíò:

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ íàìè ðàíåå ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ ìîäå-
ëåé, íå íóæíî îáúÿñíÿòü, ïî÷åìó òàêèå ñèñòåìû íàì èíòåðåñíû � ðàçóìå-
åòñÿ, ïðåæäå âñåãî ðå÷ü èäåò îá îïèñàíèè ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ.
Ãîâîðÿ ïðî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë, ìû áóäåì èìåòü â âèäó
ïðåæäå âñåãî ïîòåíöèàë êóëîíîâñêîãî ïîëÿ. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåé-
øåì, òàêàÿ ìîäåëü ãîäèòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ àòîìîâ, ñîäåðæàùèõ åäèíñòâåí-
íûé ýëåêòðîí (òî åñòü, âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîáíûõ ñèñòåì), íî íóæäàåòñÿ
â ìîäèôèêàöèè äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìîâ.

Îñîáåííîñòüþ çàäà÷ î ñîñòîÿíèõ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ÷àñòèöû â ñôåðè-
÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûìè
ðàíåå ïðîñòûìè ìîäåëÿìè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå âûðîæäåíèå óðîâíåé
� îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé èìåþò îäíó è òó æå
ýíåðãèþ. Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ âûñîêîé ñèììåòðèåé ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è16. Ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ, ïîçâîëÿþùåé óáåäèòüñÿ â íàëè÷èè âûðîæäå-
íèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî òðåõìåðíîãî ãàðìîíè÷å-

15Ñðåäíÿÿ êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèè îò ñòåíêè ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ïîëóñôåðå ðàäèóñà c: vz = (2π−1)

∫
c cos Θd2r = c

∫
cos Θ sin ΘdΘ = c/2.

16Äëÿ çíàêîìûõ ñ òåîðèåé ãðóïï: âûðîæäåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèè
çàäà÷è - íå àáåëåâà è ïîýòîìó åå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íå îäíîìåðíû.
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ñêîãî îñöèëëÿòîðà. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ýòîé ìîäåëè èìååò âèä

p̂2

2m
ψ(r) +

mω2

2
(r2)ψ(r) = Eψ(r) (3.31)

èëè, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ,

p̂2
x + p̂2

y + p̂2
z

2m
ψ(x, y, z) +

mω2

2
(x2 + y2 + z2)ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z). (3.32)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ � åñëè ïðåäñòàâèòü âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ψx(x)ψy(y)ψz(z), óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà ðàñïàäàåòñÿ íà 3 íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ âèäà

p̂2
x

2m
ψx(x) +

mω2x2

2
ψi(x) = Eiψx(x) (3.33)

(è àíàëîãè÷íî äëÿ y, z). Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìó ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü òðåõ íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åñòü ñóììà ýíåðãèé êàæäîãî èç ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ: E =
Ex + Ey + Ez. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäà÷åé îá óðîâíÿõ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ïîëó÷àåì

E = h̄ω

(
3

2
+ nx + ny + nz

)
,

ãäå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå nx, ny, nz � êâàíòîâûå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå
ñîñòîÿíèå êàæäîãî èç îäíîìåðíûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå óðîâíè, êðîìå îñíîâíîãî (ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî nx = 0, ny = 0, nz = 0), ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Íàïðè-
ìåð, ýíåðãèÿ 5

2 h̄ω ñîîòâåòñòâóåò òðåì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèÿì ñ êâàíòî-
âûìè ÷èñëàìè nx = 1, ny = 0, nz = 0, nx = 0, ny = 1, nz = 0, è nx =
0, ny = 0, nz = 1; óðîâåíü ñ ýíåðãèåé 7

2 h̄ω � øåñòè ñîñòîÿíèÿì (ïðîâåðüòå
ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî), è òàê äàëåå. Òàêæå, ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî âûðîæäåíèå
óðîâíåé äåéñòâèòåëüíî ñâÿçàíî ñ ñèììåòðèåé � óðîâíè ÿìû ñ ïîòåíöèàëîì
mω2

x

2 x2 +
mω2

y

2 y2 +
mω2

z

2 z2 íå âûðîæäåíû, åñëè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωx, ωy, ωz
íå ñîâïàäàþò (òî åñòü, åñëè ïîòåíöèàë çàâèñèò îò êàæîé èç êîîðäèíàò ïî
îòäåëüíîñòè, à, çíà÷èò, ÿìà íå ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé)17.

Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷à î ñôåðè÷åñêîì ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå èíòå-
ðåñíà òîëüêî â èëëþñòðàòèâíûõ öåëÿõ � ìíîãèå âûâîäû, êîòîðûå ìîæíî
ñäåëàòü íà îñíîâå åå àíàëèçà, äëÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà
îáùåãî âèäà îêàçûâàþòñÿ íåâåðíûìè. Â ÷àñòíîñòè, íåëüçÿ ïåðåíåñòè íà
îáùèé ñëó÷àé ðåçóëüòàòû äëÿ êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ óðîâíåé � ÷èñëà ñî-
ñòîÿíèé, èìåþùèõ îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ.

Äëÿ àíàëèçà îáùåãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà ñ ïðîèçâîëüíûì ïîòåíöèàëîì U(r). Íàèáîëåå ïðîñòîé ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêà ñïîñîá ðåøåíèÿ � àíàëèç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Òàêîé ïîäõîä èçëîæåí ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ó÷åá-
íèêàõ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Îäíàêî ýòîò ïóòü òðåáóåò äîñòàòî÷íî ïðî-
äîëæèòåëüíûõ âûêëàäîê, êîòîðûå ìîãóò ïîëíîñòüþ çàñëîíèòü ôèçè÷åñêóþ
ñóòü çàäà÷è (îñîáåííî äëÿ âòîðîêóðñíèêà). Ïîýòîìó ìû âûáåðåì íåñêîëüêî
äðóãîé ïîäõîä.

17Ìû îòâëåêàåìñÿ îò ñëó÷àÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ωx = 2ωy = 3ωz è ò.ï.
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3.11 Ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ÷àñòíûé ñëó÷àé ñîñòîÿíèÿ, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé, òî åñòü çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòî-
ÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò: ψ = R(r). Âû÷èñëèì ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà íà òàêóþ ôóíêöèþ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r =
√
x2 + y2 + z2 è,

ñëåäîâàòåëüíî, ∂r∂x = x
r , ïîëó÷àåì

∂

∂x
R(r) =

x

r

∂R(r)

∂r
;

∂2

∂x2
R(r) =

x2

r2

∂2R(r)

∂r2
+

(
1

r
− x2

r3

)
∂R(r)

∂r
,

è àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî y è z. Ñóììèðóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (ïðîâåäèòå ýòè âûêëàäêè ñàìîñòîÿòåëü-
íî!)

∆R(r) =
∂2R(r)

∂r2
+

2

r

∂R(r)

∂r
. (3.34)

×àñòî ýòî âûðàæåíèå çàïèñûâàþò â âèäå

∆R(r) =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r
R(r)

)
. (3.35)

Îïåðàòîð, ñòîÿùèé â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ, íàçûâàþò ðàäèàëüíîé ÷à-
ñòüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà è îáîçíà÷àþò ∆r.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïî-
äåéñòâîâàâ èì íà ôóíêöèþ ψ(x, y, z). Èç âûðàæåíèé äëÿ äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ ñëåäóåò
∂x
∂r = x

r ,
∂y
∂r = y

r ,
∂z
∂r = z

r . Îòñþäà íàõîäèì

r2 ∂ψ

∂r
= r

(
x
∂ψ

∂x
+ y

∂ψ

∂y
+ z

∂ψ

∂z

)
. (3.36)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂
∂r (rx) = 2x è àíàëîãè÷íî äëÿ y è z, ïîëó÷àåì èòîãîâîå

âûðàæåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè:

∆r ≡ 1
r2

∂
∂r r

2 ∂
∂r =

2
r2

(
x∂ψ∂x + y ∂ψ∂y + z ∂ψ∂z

)
+ 1

r2

(
x2 ∂

2ψ
∂x2 + y2 ∂

2ψ
∂y2 + z2 ∂

2ψ
∂z2 + 2xy ∂2ψ

∂x∂y + 2xz ∂
2ψ

∂x∂z + 2yz ∂
2ψ

∂y∂z

)
(3.37)

(ïðîâåðüòå: âûðàæåíèå äîâîëüíî ãðîìîçäêîå, íî ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé).
×òîáû íå çàïóòàòüñÿ â ôîðìóëàõ, â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëà ýòîé ãëàâû

íàïèñàíî, êàêèå èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûìè.

• Èç äàííîãî ðàçäåëà, íàäî çàïîìíèòü ïðåæäå âñåãî âûðàæåíèå äëÿ
ðàäèàëüíîé ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà (3.35).
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3.12 Óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Îïåðà-

òîð ìîìåíòà.

Ðàçíèöó ìåæäó ïîëíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà è åãî ðàäèàëüíîé ÷àñòüþ

∆θ,φ = ∆−∆r (3.38)

íàçûâàþò óãëîâîé ÷àñòüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Îíà ñóùåñòâåííà äëÿ ðàáî-
òû ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé íå òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà, íî
è îò óãëîâ. Ñìûñë ðàçäåëåíèÿ íà ðàäèàëüíóþ è âîëíîâóþ ÷àñòè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ ψ = R(r)Y (θ, φ),
òî

∆ψ = Y (θ, φ)∆rR(R) +R(r)∆θ,φY (θ, φ), (3.39)

òî åñòü äâå ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà äåéñòâóþò êàæäàÿ íà �ñâîé� ñîìíîæè-
òåëü âîëíîâîé ôóíêöèè. Òî, ÷òî ∆r íå äåéñòâóåò íà óãëîâûå ïåðåìåííûå,
âèäíî íåïîñðåäñòâåííî èç âûðàæåíèÿ (3.35). Ïîçæå ìû óñòàíîâèì âûðàæå-
íèå äëÿ ∆θ,φ, èç êîòîðîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð êîììóòèðóåò
ñ R(r).

Èñïîëüçóÿ ðàíåå ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ∆r â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàòàõ è î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ âèäà r2 − x2 = y2 + z2, ïîëó÷àåì

∆θ,φ = − 2
r2

(
x∂ψ∂x + y ∂ψ∂y + z ∂ψ∂z

)
+

1
r2

(
(y2 + z2)∂

2ψ
∂x2 + (x2 + z2)∂

2ψ
∂y2 + (x2 + y2)∂

2ψ
∂z2 − 2xy ∂2ψ

∂x∂y − 2xz ∂
2ψ

∂x∂z − 2yz ∂
2ψ

∂y∂z

)
.

(3.40)
Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â çíà÷èòåëüíî áîëåå êîìïàêòíîé è �ôè-

çè÷íîé� ôîðìå, åñëè èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ìîìåíòà èì-
ïóëüñà. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìîìåíò èìïóëüñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå L = r × p. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð â êâàíòîâîé
òåîðèè, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì, ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé êîîðäèíàòû
è èìïóëüñà íà ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû. Ðàçìåðíîñòü ìîìåíòà èìïóëüñà
� äåéñòâèå, òî åñòü òàêàÿ æå, êàê ó ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Ïîýòîìó â ïðèíÿ-
òî èçìåðÿòü ýòó âåëè÷èíó â åäèíèöàõ h̄ è èñïîëüçîâàòü îáåçðàçìåðåííûé
îïåðàòîð ìîìåíòà:

l̂ = −ir× ∂

∂r
. (3.41)

Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

l̂x = −i
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
; l̂y = −i

(
z
∂

∂x
− x ∂

∂z

)
; l̂z = −i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)
.

(3.42)
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà îäíîé èç êîìïîíåíò ìîìåíòà:

l̂2x = −
(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)(
y
∂

∂z
− z ∂

∂y

)
. (3.43)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∂
∂yy = 1 + y ∂

∂y ,
∂
∂z z = 1 + z ∂

∂z , ïîëó÷àåì (âíîâü, âîñïðîèçâå-

äèòå âûêëàäêè ñàìîñòîÿòåëüíî!)

l̂2x = −
(
y2 ∂

2

∂z2
+ z2 ∂

2

∂y2
− 2yz

∂2

∂y∂z
− y ∂

∂y
− z ∂

∂z

)
. (3.44)
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Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äëÿ äâóõ äðóãèõ êîìïîíåíò ìîæíî ïîëó÷èòü

l̂2y = −
(
z2 ∂

2

∂x2
+ x2 ∂

2

∂z2
− 2zx

∂2

∂z∂x
− z ∂

∂z
− x ∂

∂x

)
. (3.45)

l̂2z = −
(
x2 ∂

2

∂y2
+ y2 ∂

2

∂x2
− 2xy

∂2

∂x∂y
− x ∂

∂x
− y ∂

∂y

)
. (3.46)

Òåïåðü, ñðàâíèì ýòè âûðàæåíèÿ ñ ôîðìóëîé äëÿ óãëîâîé ÷àñòè îïåðàòîðà
Ëàïëàñà (3.40). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

∆θ,φ = − l̂
2

r2
, (3.47)

ãäå êâàäðàò îïåðàòîðà óãëîâîãî ìîìåíòà åñòü ñóììà êâàäðàòîâ åãî êîìïî-
íåíò, l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z . Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ôîðìóëà. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

− h̄2

2m
∆rψ +

h̄2

2m

l̂2

r2
ψ + U(r)ψ = Eψ. (3.48)

Ïîëó÷åííîå íàìè ñëàãàåìîå h̄2

2m
l̂2

r2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòðîáåæíóþ ýíåð-
ãèþ. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íàÿ âåëè÷èíà ïîÿâëÿåòñÿ è â êëàññè÷åñêîé çàäà-
÷å î äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå.

• Êëþ÷åâûìè ìîìåíòàìè äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèå îïå-
ðàòîðà ìîìåíòà (3.41) è èòîãîâûé âèä óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

3.13 Ñâîéñòâà êîìïîíåíò îïåðàòîðà ìîìåíòà

Ïîãîâîðèì î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò ìîìåíòà èì-
ïóëüñà ïîäðîáíåå. Ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

[lx, ly] = ilz, [ly, lz] = ilx, [lz, lx] = ily. (3.49)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (3.42). Ñ
èõ ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ áîëåå ñëîæíûõ êîììóòàòîðîâ.
Â ÷àñòíîñòè, (îñâåæèòå ñâîè íàâûêè âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðîâ!)

[lz, l
2
x] = i(lylx + lxly), (3.50)

è àíàëîãè÷íî
[lz, l

2
y] = −i(lylx + lxly). (3.51)

Ïîñêîëüêó êîììóòàòîð îïåðàòîðà ñ íèì ñàìèì ðàâåí íóëþ, ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî

[lz, l
2
z ] = 0. (3.52)

Ñóììèðóÿ òðè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó î òîì,
÷òî îïåðàòîð ïðîåêöèè ìîìåíòà êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì êâàäðàòà ìî-
ìåíòà:

[lz, l
2] = 0. (3.53)
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(åñòåñòâåííî, òàêèå æå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü è äëÿ äâóõ äðóãèõ
ïðîåêöèé).

Íàêîíåö, ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû
ïðîåêöèé êîììóòèðóþò ñ ëþáîé ôóíêöèåé r

[lz, f(r)] = 0. (3.54)

è êâàäðàòîì îïåðàòîðà èìïóëüñà

[lz, p
2] = 0. (3.55)

Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ñèñòåì ñ öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íûì ïîòåíöèàëîì îïåðàòîðû ïðîåêöèé ìîìåíòà (à òàêæå, ëþáûå
èõ ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòà) êîììóòèðóþò ñ ãà-
ìèëüòîíèàíîì:

[lz, H] = 0, [l2, H] = 0. (3.56)

Îáðàùåíèå â íóëü êîììóòàòîðîâ î÷åíü âàæíî ââèäó ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû: Åñëè êîììóòàòîð íåñêîëüêèõ îïåðàòîðîâ ðàâåí íóëþ, ýòè îïåðàòîðû
èìåþò îáùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, òî åñòü åñëè [âb̂] = 0, òî
ìîæíî18 âûáðàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè áóäóò
ÿâëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî è ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè b̂.

Ñêàçàííîå ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé îçíà-
÷àåò, ÷òî â ñèëó (3.53,3.56) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
ãàìèëüòîíèàíà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿ-
ìè êâàäðàòà îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà è îäíîé èç ïðîåêöèé ìîìåíòà. Îáû÷-
íî â êà÷åñòâå òàêîé ïðîåêöèè âûáèðàþò ïðîåêöèþ íà îñü z (ïîñêîëüêó, êàê
ïîêàçûâàåò (3.49), îïåðàòîðû ïðîåêöèé íà ðàçíûå îñè äðóã ñ äðóãîì íå
êîììóòèðóþò, òàêèå ôóíêöèè óæå íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
lx, ly).

Èìååò ñìûñë ñíà÷àëà íàéòè îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè l2 è lz, à óæå
çàòåì ïåðåõîäèòü ê âîïðîñó îá îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé H.

Îïåðàòîð lz â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò î÷åíü ïðîñòîé âèä

lz = −i ∂
∂φ

(3.57)

Óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî, ïîäåéñòâîâàâ ýòèì
îïåðòîðîì íà ψ(r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ) è ñðàâíèâ ðåçóëüòàò ñ (3.42).
Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè lz, î÷åâèäíî, èìåþò âèä

ψ = f(r, θ)eimφ, (3.58)

18Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ äâóõ îïåðàòîðîâ â, b̂, äåéñòâóþùèõ â êî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ ñîáñòâåí-
íûì äëÿ îáîèõ îïåðàòîðîâ (ñîáñòâåííûé áàçèñ � áàçèñ, â êîòîðîì îðòàìè ÿâëÿþòñÿ ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðà îïåðàòîðà; ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñîáñòâåííîì áàçèñå îïåðàòîð äèà-
ãîíàëåí, è äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû åñòü åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ). Âûáåðåì
êàêîé-ëèáî ñîáñòâåííûé áàçèñ â. Â ýòîì áàçèñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîììóòàòîðà ðàâ-
íû aiibij − bijajj , òî åñòü ðàâåíñòâî êîììóòàòîðà íóëþ îçíà÷àåò bij(aii − ajj) = 0. Åñëè
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ a íå âûðîæäåíû (aii 6= aajj ïðè i 6= j), ìû ñðàçó ïîëó÷àåì bij = 0,
÷òî è òðåáîâàëîñü. Åñëè æå ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â âñòðå÷àþòñÿ ñîâïàäàþùèå,
äèàãîíàëèçîâàòü b̂ âñåãäà ìîæíî ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëüíûõ âðàùåíèé â êàæäîì èç ïîä-
ïðîñòðàíñòâ, îòâå÷àþùèõ ñîâïàäàþùèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì � ìàòðèöà îïåðàòîðà â
ïðè òàêèõ âðàùåíèÿõ íåèçìåííà.
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ãäå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå m � öåëîå ÷èñëî.
Âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ äðóãèõ ïðîåêöèé â ñôåðè÷åñêèõ êîîäèíàòàõ íàì

íå ïîíàäîáÿòñÿ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóëû äëÿ lz
ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïîýòîìó âêëþ÷àþò óãëû θ, φ, íî íå âåëè-
÷èíó r. Ñîîòâåòñòâåííî, ýòè îïåðàòîðû äåéñòâóþò òîëüêî íà óãëîâóþ ÷àñòü
âîëíîâîé ôóíêöèè âèäà R(r)Y (θ, φ), è îáùèå ñîáñòâåííûå ôóêöèè l2 è lz
ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ψ = R(r)f(θ)eimφ. (3.59)

Ìû íå áóäåì èñêàòü f(θ) â ÿâíîì âèäå, à îïðåäåëèì ñïåêòð l2 è lz, èñõîäÿ
èç èçâåñòíûõ íàì êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
îïåðàòîðû

l+ = (lx + ily), l− = (lx − ily). (3.60)

Èñïîëüçóÿ (3.49), ëåãêî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

l±l∓ = l2 − l2z ± lz (3.61)

è êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[lz, l±] = ±l±, [l2, l±] = 0. (3.62)

Ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

lzl± = l±(lz ± 1)
l2l± = l±l

2.
(3.63)

Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü íîðìèðîâàííóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ îïåðàòî-
ðîâ l2 è lz, îòâå÷àþùóþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λl,m:

lz|l,m >= m|l,m >,
l2|l,m >= λl|l,m >

(3.64)

(çäåñü l � íåêîòîðîå êâàíòîâîå ÷èñëî19, íóìåðóþùåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
l2). Ïîäåéñòâóåì íà |l,m > âûïèñàííûìè îïåðàòîðàìè

lzl±|l,m >= l±(lz ± 1)|l,m >
l2l±|l,m >= l±l

2|l,m > .
(3.65)

Êîìáèíèðóÿ âûïèñàííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

lz(l±|l,m >) = (m± 1)(l±|l,m >)
l2(l±|l,m >) = λl(l±|l,m >).

(3.66)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû l± ïåðåâîäÿò îäíè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè l2 è lz
â äðóãèå, ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà l2 îñòàþòñÿ íåèçìåí-
íûìè, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà lz � ìåíÿþòñÿ íà åäèíèöó. Ýòî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà

l±|l,m >= C|l,m± 1 >, (3.67)

19Ïóòàíèöû l ñ îïåðàòîðîì ìîìåíòà íå äîëæíî âîçíèêíóòü, ïîñêîëüêó l íå èìååò èí-
äåêñîâ è íå âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíè.
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ãäå C � êîýôôèöèåíò, îáåñïå÷èâàþùèé íîðìèðîâêó < l,m±1|l,m±1 >= 1,
òî åñòü

< l,m|(l±)†l±|l,m >= C2. (3.68)

Çäåñü (l±)† îçíà÷àåò ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð20. Ïîñêîëüêó (l±)† =
l∓, ó÷èòûâàÿ (3.61), ïîëó÷àåì

C2 =< l,m|l∓l±|l,m >=< l,m|l2 − l2z ∓ lz|l,m >= λl −m2 ∓m, (3.69)

òî åñòü
l±|l,m >=

√
λl −m2 ∓m|l,m± 1 > . (3.70)

Òàêèì îáðàçîì, ñòàðòîâàâ ñ êàêîé-òî ñîáñòâåííîé ôóíêöèè l2 è lz, ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü öåëûé íàáîð, ðàçëè÷àþùèéñÿ çíà÷åíèÿìè m. Íàïîìíèì,
m äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíî, ÷òî ïðè çàäàííîì
λ âåëè÷èíà m íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî áîëüøèì ïî ìîäóëþ � äëÿ çà-
äàííîé âåëè÷èíû êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà íåëüçÿ îæèäàòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøèõ çíà÷åíèé åãî ïðîåêöèè. Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü òîëüêî îäíî � ïðè
ìíîãîêðàòíîì äåéñòâèè, íàïðèìåð, îïåðàòîðà l+ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæè-
òåëü â êàêîé-òî ìîìåíò îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
m ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíî. Òîãäà óñëîâèå çàíóëåíèÿ íîðìèðîâî÷íîãî ìíî-
æèòåëÿ îçíà÷àåòλl = mmax(mmax+1). Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
l2 îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ ìàêñèìàëüíûì â äàííîì íàáîðå ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì m. Ôàêòè÷åñêè, ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå è åñòü êâàíòîâîå ÷èñëî,
íóìåðóþùåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ l2: mmax ≡ l, è

λl = l(l + 1). (3.71)

Ñðàçó âèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíî äîñòèæèìîå çíà÷åíèå m ðàâíî −l, à ÷èñëî
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåò 2l + 1.

×àñòî äëÿ êðàòêîñòè ãîâîðÿò íå î �ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì
êâàäðàòà ìîìåíòà, ðàâíûì l(l + 1)�, à ïðîñòî î �ñîñòîÿíèè ñ ìîìåíòîì l�.

Ðåçþìèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû:

• Îïåðàòîðû l2 è lz äåéñòâóþò òîëüêî íà óãëîâûå ïåðåìåííûå, ñ ôóíê-
öèÿìè r îíè êîììóòèðóþò.

• Ñóùåñòâóåò îáùèé ñîáñòâåííûé áàçèñ îïåðàòîðîâ H, l2 è lz.

• Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà l2 ðàâíû l(l + 1), ãäå l �öåëîå íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

• Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ lz âûðîæäåíû � êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò
2l + 1 ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ðàçëè÷àþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè lz. Ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû m = −l,−l + 1, ...l.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîëó÷åííûå äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ðåçóëü-
òàòû ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ âñåõ ñèñòåì ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé è íå
ñâÿçàíû ñ êîíêðåòíûì âèäîì ïîòåíöèàëà U(r). Íî, ðàçóìååòñÿ, ïîèñê ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà óæå òðåáóåò êîíêðåòèçàöèè âèäà
ïîòåíöèàëà. Îäíàêî, ïðîäåëàííàÿ ðàáîòà íå íàïðàñíà � ïîñêîëüêó ìû èùåì
îáùèé áàçèñ îïåðàòîðîâ H, l2 è lz, çíàíèå ñïåêòðà îïåðàòîðîâ l

2 è lz ñóùå-
ñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó.

20Â áîëåå ïðèâû÷íîé âòîðîêóðñíèêó íîòàöèè ëèíåéíîé àëãåáðû, âû÷èñëÿåòñÿ íîðìà
âèäà (Ax,Ax), ãäå A � ìàòðèöà, x � âåêòîð. Ýòà íîðìà ðàâíà (x,A∗Ax).
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3.14 Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíî-

âîé ôóíêöèè è êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà:

− h̄2

2m
∆rψ +

h̄2

2m

l̂2

r2
ψ + U(r)ψ = Eψ. (3.72)

Èñêîìàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ H åñòü îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ l2, òî åñòü l̂2ψ = l(l + 1)ψ. Ïîñëå òàêîé çàìåíû, î÷åâèäíî, óãëîâûå
ïåðåìåííûå âûïàäàþò èç óðàâíåíèé, è ïîèñê âîëíîâîé ôóíêöèè â âèäå
ψ = R(r)Ylm(θ, φ) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè

− h̄2

2m
∆rR(r) +

h̄2

2m

l(l + 1)

r2
R(r) + U(r)R(r) = ER(r). (3.73)

Çàìåíîé R(r) = χ(r)
r ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

− h̄2

2m

∂2χ(r)

∂r2
+
h̄2

2m

l(l + 1)

r2
χ(r) + U(r)χ(r) = Eχ(r), (3.74)

ïî ôîðìå ñîâïàäàþùèì ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà äëÿ îäíîìåðíîãî äâè-
æåíèÿ â ïîòåíöèàëå, âêëþ÷àþùèì ïîëå U(r) è öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë
h̄2

2m
l(l+1)
r2 χ(r). Äëÿ ñîñòîÿíèé ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì ìîìåíòà öåíòðîáåæíûé

ïîòåíöèàë îòñóòñòâóåò.
Îñíîâíîå îòëè÷èå îò çàäà÷è îá îäíîìåðíîì äâèæåíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ôóíêöèè R(r) è χ(r) îïðåäåëåíû òîëüêî íà ïîëóîñè r > 0.
Íîðìèðîâàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñëåäóåò óñëîâèåì

∫∞
0
|R2|r2dr = 1, òî

åñòü
∫∞

0
|χ2|dr = 1.

Ââåäåì êâàíòîâîå ÷èñëî nr, íóìåðóþùåå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ðàäè-
àëüíîé ÷àñòè è ïðîáåãàþùåå çíà÷åíèÿ 0, 1, 2.... Òîãäà, î÷åâèäíî, äëÿ ïîë-
íîãî îïðåäåëåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ = R(r)Ylm(θ, φ) íåîáõîäèìî çíàòü
òðè êâàíòîâûõ ÷èñëà: nr, l,m. Ïî ïðè÷èíàì, êîòîðûå ñêîðî áóäóò ÿñíû,
ïðè êëàññèôèêàöèè óðîâíåé ãàìèëüòîíèàíà âìåñòî nr ïðèíÿòî èñïîëüçî-
âàòü ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî

n = nr + l + 1.

Î÷åâèäíî, n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ n = 1, 2, 3.... Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê |n, l,m >.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ýíåðãèè óðîâíåé) çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ êâàí-
òîâûõ ÷èñåë: E = E(n, l); ïî ÷èñëó m óðîâíè 2l + 1-êðàòíî âûðîæäåíû.
Îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå óðîâíåé öèôðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé
ãëàâíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó, è ëàòèíñêîé áóêâîé, îïðåäåëÿþùåé çíà÷åíèå
ìîìåíòà ñîãëàñíî òàáëèöå:

l = 0 1 2 3 4 ...
s p d f g ...

Òàê, íàïðèìåð, 3p îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñ n = 3, l = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,
nr = 1. Ïîñêîëüêó nr ≥ 0, âåëè÷èíà l íå ìîæåò áûòü áîëüøå n− 1.

• Âåñü ìàòåðèàë ýòîãî êîðîòêîãî ðàçäåëà âàæåí.
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Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèé

3.A Îäíîìåðíîå äâèæåíèå

Çàäà÷è.

1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü îòðàæåíèÿ ÷àñòèöû îò ïîòåíöèàëüíîé ñòåíêè

U(x) =

{
0, x < 0

U0 > 0, x > 0

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî ÓØ îòäåëüíî â îáëàñòÿõ x <
0 è x > 0:

ψ(x) =

{
Aeikx +Be−ikx, x < 0

Ceiqx +De−iqx, x > 0
,

ãäå k =
√

2mE/h̄, q =
√

2m(E − U0)/h̄. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñâÿçè ìåæäó êî-
ýôôèöèåíòàìè A è B, è C è D íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ: ÂÔ è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êàõ ñêà÷êà ïîòåíöèàëà äîëæíû áûòü
íåïðåðûâíû.

0 1 2 3
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

R(E)

E/U
0

 
Ðèñ. 3.2: Âèä çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè îòðàæåíèÿ
÷àñòèöû îò ïîòåíöèàëüíîé ñòåíêè îò åå ýíåðãèè.

Êðîìå òîãî, êîýô-
ôèöèåíò D = 0.
Ýòîìó åñòü äâà îáú-
ÿñíåíèÿ. Âî-ïåðâûõ,
â ñëó÷àå E < U0

q - ìíèìîå, è ÂÔ
De−iqx íåîãðàíè÷åí-
íî âîçðàñòàåò ñ ðî-
ñòîì x. Âî-âòîðûõ,
äâèæåíèå ÷àñòèöû èç
ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè
ñëåâà íàïðàâî îïè-
ñûâàåòñÿ ÂÔ Aeikx.
Ïðè äîñòèæåíèè ñòåí-
êè îíà ìîæåò îòðà-
çèòüñÿ èëè ïðîäîëæàòü äâèãàòüñÿ äàëüøå. Îäíàêî ÂÔ De−iqx îïèñûâàåò
÷àñòèöó, ïðèáëèæàþùóþñÿ ê ñòåíêå èç ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè - ïîýòîìó åé
ïðîñòî íåîòêóäà âçÿòüñÿ â íàøåé çàäà÷å. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàþò íàì ñî-

îòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè A, B è C:

{
A+B = C

ik (A−B) = iqC
. Îòñþäà

ïîëó÷àåì C
A = 2k

k+q è
B
A = k−q

k+q . Â ñëó÷àå åñëè E > U0, ìû ìîæåì íàéòè êî-

ýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R =
∣∣B
A

∣∣2 =
∣∣∣k−qk+q

∣∣∣2. Â îáðàòíîì ñëó÷àå E < U0 q -

ìíèìàÿ âåëè÷èíà, à ÂÔ ïðè x > 0 - ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå R = 1, îäíàêî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó ïðè ïîëîæèòåëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ x.
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2. Íàéòè âåëè÷èíó ñêà÷êà ïðîèçâîäíîé ÂÔ íà ïîòåíöèàëå U(x) = Wδ(x).
Ðåøåíèå: èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â ìàëîé îêðåñòíîñòè δ-

ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ψ′(+0) − ψ′(−0t) = 2mW
h̄2 ψ(0). Îòìåòèì, ÷òî ñàìà ÂÔ

îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé.
3. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöû ÷åðåç δ-áàðüåð U(x) =

Wδ(x).
4. Íàéòè ñïåêòð ýíåðãèè ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â àñèììåòðè÷íîé ïîòåí-

öèàëüíîé ÿìå

U(x) =


∞, x < 0

−U0 < 0, 0 < x < d

0, x > d

5. Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå óðîâíÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû â δ-ÿìå U(x) = −Wδ(x).

Ðåøåíèå. ÂÔ èìååò âèä: ψ(x) =

{
Aeqx, x < 0

Be−qx, x > 0
, q =

√
−2mE
h̄ . Çàïè-

ñûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì A = B, 2q = 2mW/h̄2 , îòêóäà E =
mW 2/2h̄2.

6. Íàéòè äèñêðåòíûé ñïåêòð ýíåðãèè ÷àñòèöû â äâîéíîé äåëüòà-ÿìå
U(x) = −W (δ(x) + δ(x− d)).

7. Íàéòè ñïåêòð ýíåðãèè â ïîòåíöèàëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà U(x̂) =
mω2x̂2/2.

Ðåøåíèå. Ââåäåì íîâûå îïåðàòîðû â = (mωx̂+ip̂)√
2mωh̄

; â+ = (mωx̂−ip̂)√
2mωh̄

. Êîì-

ìóòàòîð [ââ+] = 1. Âûðàæàÿ îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ÷åðåç íî-
âûå îïåðàòîðû, ïîëó÷àåì Ĥ = h̄ω(â+â + 1/2 ). Äîïóñòèì, ìû çíàåì íåêóþ
ÑÔ ýòîãî îïåðàòîðà Ĥ|ψε〉 = h̄ωε|ψε〉. Òîãäà â+Ĥ|ψε〉 = (Ĥ − h̄ω)â+|ψε〉 =
h̄ωεâ+|ψε〉, ò.å. â+|ψε〉 = q|ψε+1〉 - òîæå ÑÔ îïåðàòîðà ýíåðãèè ñ ÑÇ h̄ω(ε+1).
Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

|q|2 = 〈qψε+1|qψε+1〉 = 〈ψε|ââ+|ψε〉 = 〈ψε|Ĥ/h̄ω + 1/2 |ψε〉 = ε+ 1/2

Îòñþäà â+|ψε〉 =
√
ε+ 1/2 |ψε+1〉 è, àíàëîãè÷íî, â|ψε〉 =

√
ε− 1/2 |ψε−1〉.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû â+ è â ïîçâîëÿþò íàéòè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÑÔ îïåðàòîðà ýíåðãèè ñ ðàâíîìåðíûì (ýêâèäèñòàíòíûì) ñïåê-
òðîì ÑÇ, ïîýòîìó îïåðàòîðû â+ è â íàçûâàþò îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè-
÷òîæåíèÿ. Îäíàêî ÑÇ îïåðàòîðà ýíåðãèè äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñíèçó.
Äåéñòâèòåëüíî, 〈ψ|â+â |ψ〉 = 〈âψ|âψ〉 = |âψ|2 ≥ 0, ò.å. ε ≥ 1/2 . ×òîáû îáî-
ðâàòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÑÇ, â íèæíåì ñîñòîÿíèè äîëæíî
áûòü ε = 1/2 (òîãäà â|ψ0〉 = 0), ò.å. ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà èìååò âèä E = h̄ω(n+ 1/2 ).

8. Âûðàçèâ îïåðàòîð x̂ ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, íàéòè
ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîîðäèíàòû 〈x̂2〉 â n-îì ñîáñòâåííîì ñîñòîÿíèè
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

3.B Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå

Çàäà÷è.

1. Íàéòè êîììóòàòîð [l̂2x l̂
2
z ]
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2. Îïðåäåëèòü äèñêðåòíûé ñïåêòð ýíåðãèè ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû ñ ìî-
ìåíòîì L = 0 â ñôåðè÷åñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

U(r) =

{
−U0, r < d

0, r > d

3. Íàéòè ñïåêòð ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà.
Ðåøåíèå. Òðåõìåðíîå ñòàöèîíàðíîå ÓØ, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ýëåê-

òðîíà â öåíòðàëüíîì ïîëå, â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

1

r2

[
∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
− M̂2

h̄2 ψ

]
+

2m

h̄2 (E − U(r))ψ = 0,

â êîòîðîì óãëîâàÿ ÷àñòü ëàïëàñèàíà çàìåíåíà îïåðàòîðîì êâàäðàòà ìîìåí-
òà. Ïðåäñòàâëÿÿ ÂÔ â âèäå ψ(r, θ, ϕ) = R(r)YL,m(θ, ϕ), ãäå YL,m(θ, ϕ) - ÑÔ
îïåðàòîðà êâàäðàòà ìîìåíòà, ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé:

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂R

∂r

)
+

{
2m

h̄2 (E − U(r))− L(L+ 1)

r2

}
R = 0.

Çàìåíà R(r) = r−1χ(r) ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê ÓØ ñ
äîïîëíèòåëüíûì �öåíòðîáåæíûì� ïîòåíöèàëîì:

∂2χ

∂r2
+

{
2m

h̄2 (E − U(r))− L(L+ 1)

r2

}
χ = 0.

Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû ïðè r → 0 íå ìîæåò ñòðåìèòü-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, îòêóäà ñëåäóåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå χ (0) = 0. Íàéäåì
àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ïðè r → 0 è ïðè r →∞ . Åñëè U(r) ðàñòåò â íóëå íå
áûñòðåå, ÷åì r−2, òî ïðè r → 0 èìååì

∂2χ

∂r2
− L(L+ 1)

r2
χ = 0,

îòêóäà χ ∼ rs, ãäå s = −L;L+ 1. Î÷åâèäíî, χ ∼ rL+1. Ïðè r →∞ ïîëó÷àåì

∂2χ

∂r2
+

2mE

h̄2 χ = 0.

Íàñ èíòåðåñóåò îãðàíè÷åííîå äâèæåíèå ÷àñòèöû, êîòîðîå âîçìîæíî ïðè

E < 0. Îáîçíà÷àÿ k =
√
−2mE/h̄2 , ïîëó÷àåì χ ∼ e−kr. Ñäåëàåì çàìåíó

χ(r) = e−krf(r):

f ′′ − 2kf ′ −
{

2m

h̄2 U(r) +
L(L+ 1)

r2

}
f = 0.

Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë äëÿ àòîìà âîäîðîäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

2m

h̄2 U(r) = −2me2

h̄2r
= − 2

a0r
.

Òîãäà, åñëè èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà f =
∑
bnr

n, òî äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðÿäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå bn+1{n(n+1)−L(L+
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1)} = 2bn{kn−a−1
0 }. Ñíèçó ðÿä îáðûâàåòñÿ ïðè n = L, îáåñïå÷èâàÿ óæå ïî-

ëó÷åííóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ïðè r → 0. Ïðè áîëüøèõ n êîýôôèöèåíòû
ðÿäà óáûâàþò êàê bn+1

bn
= 2k

n , ò.å. ðÿä âåäåò ñåáÿ êàê
∑

1
n! (2kr)

n ∼ e2kr. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå ïðè r → ∞ áóäåò ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè íå îáîðâåòñÿ
ïðè êàêîì-òî n > L â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ nka0 = 1. Îòñþäà ïîëó-

÷àåì ñïåêòð ýíåðãèè äëÿ àòîìà âîäîðîäà. E = − me4

2h̄2n2 = −Ryn2 , Ry = 13.6
ýÂ.

4. Íàéòè ñðåäíåå è íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðàññòîÿíèå îò ýëåêòðîíà â 2s
ñîñòîÿíèè äî ÿäðà â àòîìå âîäîðîäà.

70



Ãëàâà 4

Ñèñòåìû ìíîãèõ ÷àñòèö.

Ñòðîåíèå ìàòåðèè
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4.1 Ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà

Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ ïðîøëîé ãëàâû, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñîñòîÿ-

íèÿõ ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå: U(r) = −Ze
2

r . ×èñëèòåëü Ze2 ñî-
îòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ýëåêòðîíà â ïîëå ÿäðà ñ çàðÿäîì Ze. Ñàìîé ðàñïðî-
ñòðàíåííîé âî Âñåëåííîé ñèñòåìîé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ àòîì
âîäîðîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîíà â êó-
ëîíîâñêîì ïîëå ÿäðà, ñîñòîÿùåãî èç åäèíñòâåííîãî ïðîòîíà (òî åñòü, Z =
1)1.

Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè:

− h̄2

2m

∂2χ(r)

∂r2
+
h̄2

2m

l(l + 1)

r2
χ(r)− Ze2

r
χ(r) = Eχ(r), (4.1)

Ìîæíî îáåçðàçìåðèòü ïåðåìåííûå, ñäåëàâ çàìåíó r → r0r, E → E0E, ãäå

r0 = h̄2

mZe2 , E0 = mZ2e4

h̄2 . Äëÿ Z = 1 òàêàÿ çàìåíà, ðàçóìååòñÿ, ïðîñòî ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðåõîäó ê àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö. Îáåçðàçìåðåííîå óðàâíåíèå
èìååò âèä

−1

2

∂2χ(r)

∂r2
+

1

2

l(l + 1)

r2
χ(r)− 1

r
χ(r) = Eχ(r). (4.2)

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì2.
Ñðàçó çàïèøåì ðåçóëüòàò äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

E = −mZ
2e4

h̄2

1

2(nr + l + 1)2
= −mZ

2e4

2h̄2n2
(4.3)

(çäåñü ìû âåðíóëèñü ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì).
Âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ãëàâ-

íûì êâàíòîâûì ÷èñëîì, à íå nr è l ïî îòäåëüíîñòè (ðàçóìååòñÿ, ïîýòîìó
è ïðèíÿòî ïîëüçîâàòüñÿ n, à íå nr). Êàê ìû âñêîðå óáåäèìñÿ, ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà
(ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ñëó÷àéíîì âûðîæäåíèè óðîâíåé). À âîò âûðîæäåíèå
ïî òðåòüåìó êâàíòîâîìó ÷èñëó � ïðîåêöèè ìîìåíòà m � êàê ìû óæå çíà-
åì, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì âñåõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì; ïðè
çàäàííîì çíà÷åíèè îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l âåëè÷èíà m ïðîáåãàåò
2l + 1 çíà÷åíèå −l, ..., l.

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû � ýëåêòðîí íà óðîâíå 1s. Ýëåêòðîí, îêàçàâ-
øèéñÿ íà îäíîì èç âîçáóæäåííûõ óðîâíåé, ìîæåò ïåðåéòè â íèæåëåæàùåå
ñîñòîÿíèå, èñïóñòèâ ôîòîí. Ýíåðãèÿ ôîòîíà îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíå-
íèÿ h̄ω = En′ −En (n′ è n - ãëàâíûå êâàíòîâûå ÷èñëà, ñîîòâåòñòâåííî, äî è
ïîñëå ïåðåõîäà). Âîçìîæåí è îáðàòíûé ïðîöåññ � ïåðåõîä â âûøåëåæàùåå
ñîñòîÿíèå ñ ïîãëîùåíèåì ôîòîíà, ïðèëåòåâøåãî èçâíå.

1Â èñïîëüçîâàííîì ïðèáëèæåíèè ìàññà ïðîòîíà ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íîé. Îòíîñèòåëü-
íàÿ ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ δ ≈ m/mp ≈ 5 · 10−4. Ýòà âåëè÷èíà, ìàëàÿ
ïî îáùåôèçè÷åñêèì ñòàíäàðòàì, ñóùåñòâåííî áîëüøå ïîãðåøíîñòåé ñïåêòðîñêîïè÷å-
ñêèõ èçìåðåíèé (â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðåêîðäíûå çíà÷åíèÿ δ ≈ 10−12. Áîëåå òî÷íàÿ ìî-
äåëü, ó÷èòûâàþùàÿ äâèæåíèå ÿäðà, äàåò ðåçóëüòàò, îòëè÷àþùèéñÿ îò (1) çàìåíîé m íà
mmp/(m+mp) [êñòàòè, ýòî íèæå äåëàåòñÿ]. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü òàêîãî ïðèáëè-
æåíèÿ δ ≈ 1.3 · 10−5 (äëÿ n = 1).

2Äëÿ èíòåðåñóþùèõñÿ îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå íàäî èñêàòü â âèäå χnr,l(R) =

rl−1P (r)eλr, ãäå P (r) � ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà nr.
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Îá îïòè÷åñêèõ ïåðåõîäàõ ìû áóäåì ïîäðîáíåå ãîâîðèòü áëèæå ê êîíöó
êóðñà. Ñåé÷àñ ïðèìèòå íà âåðó, ÷òî ôàêòè÷åñêè â àòîìàõ ïåðåõîäû ïðîèñ-
õîäÿò íå ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè óðîâíÿìè, à òîëüêî ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì îòáîðà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ðå-
àëèçóþòñÿ ïåðåõîäû, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèå óãëîâîãî ìîìåíòà ìåíÿþòñÿ íà
1 � ïåðåõîäû èç p ñîñòîÿíèé â s, èç s â p, èç d â p, è òàê äàëåå.

×àñòîòû ïåðåõîäîâ îáðàçóþò ñåðèè, ðàçëè÷àþùèåñÿ âåëè÷èíîé ãëàâíî-
ãî êâàíòîâîãî ÷èñëà ïîñëå ïåðåõîäà. Ïåðåõîäû â ïðåäåëàõ êàæäîé èç ñåðèé
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n′ â èñõîä-
íîì ñîñòîÿíèè

h̄ω =
me4

2h̄2

(
1

n2
− 1

n′2

)
. (4.4)

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ èìåþò äâå ñåðèè, íàçâàííûå ïî èìåíàì îòêðûâ-
øèõ èõ ó÷åíûõ - ñåðèÿ Ëàéìàíà (T. Lyman, 1914) è ñåðèÿ Áàëüìåðà (J.Balmer,
1885). Ñåðèÿ Ëàéìàíà ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäàì â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòî-
ìà âîäîðîäà, n = 1. Ýòè ëèíèè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïðîïèñíîé áóêâîé L,
ñíàáæåííîé èíäåêñîì, óêàçûâàþùèì, èç êàêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîèçîøåë ïå-
ðåõîä: Lα îòâå÷àåò ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ c n′ = 2, Lβ � èç ñîñòîÿíèÿ c
n′ = 3, è ò.ä. Ëèíèè ýòîé ñåðèè ëåæàò â óëüòðàôèîëåòîâîé îáëàñòè; ïåðå-
õîä Lα ñîîòâåòñòâóåò äëèíå âîëíû 122 íì. Ñåðèÿ Áàëüìåðà ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåõîäîì â ñîñòîÿíèå ñ n = 2. Ëèíèè îáîçíà÷àþòñÿ êàê Hα (ïåðåõîä èç
ñîñòîÿíèÿ ñ n′ = 3), Hβ (èç n′ = 4) è ò.ä. ×åòûðå ïåðâûå ëèíèè íàõîäÿò-
ñÿ â âèäèìîì äèàïàçîíå (Hα ñîîòâåòñòâóåò äëèíà âîëíû 657 íì, ÷òî ãëàç
âèäèò êàê êðàñíûé ñâåò), îñòàëüíûå � â áëèæíåì óëüòðàôèîëåòîâîì. Ïðî-
÷èå ñåðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäàì â ñîñòîÿíèÿ n = 3, 4, ..., íàõîäÿòñÿ â
èíôðàêðàñíîì äèàïàçîíå.

4.2 Äðóãèå âîäîðîäîïîäîáíûå ñèñòåìû

Àòîì âîäîðîäà ÿâëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííîé ñèñòåìîé, ñïåêòð êîòîðîé îïèñû-
âàåòñÿ ðàññìîòðåííûìè ôîðìóëàìè. Ôàêòè÷åñêè, ñïåêòðîì ðàññìîòðåííî-
ãî òèïà îáëàäàþò âñå ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ñâÿçàííûõ êóëîíîâñêèìè
ñèëàìè ÷àñòèö ñ çàðÿäàìè e1, e2 è ìàññàìè m1,m2. Ïðè ýòîì, âìåñòî e4 â
ôîðìóëå äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè ñëåäóåò ïîäñòàâèòü e2

1e
2
2, à âìåñòî ìàññû �

ïðèâåäåííóþ ìàññó m1m2

m1+m2
.

Ðàçóìååòñÿ, âîäîðîäîïîäîáíûé ñïåêòð ïîêàçûâàþò èçîòîïû âîäîðîäà �
äåéòåðèé è òðèòèé. ßäðà ýòèõ ýëåìåíòîâ ïîìèìî ïðîòîíà âêëþ÷àþò, ñîîò-
âåòñòâåííî, îäèí èëè äâà íåéòðîíà. Íåáîëüøîå êîëè÷åñòâåííîå îòëè÷èå îò
àòîìà âîäîðîäà âîçíèêàåò èç-çà äðóãîãî çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîé ìàññû. Ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñäâèã ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü èçîòîïè÷åñêèì
ñäâèãîì.

Âîäîðîäîïîäîáíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ èîí ãåëèÿ. Íåéòðàëüíûé àòîì ãå-
ëèÿ ñîäåðæèò äâà ýëåêòðîíà è âîäîðîäîïîäîáíîé ñèñòåìîé íå ÿâëÿåòñÿ. Îä-
íàêî, åñëè îäèí èç ýòèõ ýëåêòðîíîâ óäàëèòü, îñòàâøàÿñÿ ñèñòåìà � ÿäðî èç
äâóõ ïðîòîíîâ è äâóõ íåéòðîíîâ, ñ åäèíñòâåííûì ýëåêòðîíîì, âïîëíå àíà-
ëîãè÷íà àòîìó âîäîðîäà. Âåëè÷èíû ýíåðãèé ïåðåõîäîâ, âïðî÷åì, â ÷åòûðå
ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ âîäîðîäà, ïîñêîëüêó â äâà ðàçà áîëüøå çàðÿä ÿäðà.

Äðóãîé èçâåñòíîé ñèñòåìîé ñ âîäîðîäîïîäîáíûì ñïåêòðîì ÿâëÿåòñÿ àòîì
ïîçèòðîíèÿ. Êàê èçâåñòíî, êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöå ñîîòâåòñòâóåò àí-
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òè÷àñòèöà, îáëàäàþùàÿ òåìè æå ñâîéñòâàìè, íî èìåþùàÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íûé ïî çíàêó çàðÿä. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåêòðîíó àíòè÷àñòèöà íàçûâàåòñÿ
ïîçèòðîíîì. Ïîçèòðîíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðî-
íà è ïîçèòðîíà. Ïðèâåäåííàÿ ìàññà â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî ïîíÿòü, ðàâ-
íà ïîëîâèíå ìàññû ýëåêòðîíà. Ïîçèòðîíèé íåñòàáèëåí � ýëåêòðîí è ïîçè-
òðîí ìîãóò àííèãèëèðîâàòü, òî åñòü âçàèìîóíè÷òîæèòüñÿ ñ èñïóñêàíèåì
íåñêîëüêèõ γ-êâàíòîâ.

Â ÿäåðíîé ôèçèêå èçâåñòåí åùå ðÿä âîäîðîäîïîäîáíûõ ñèñòåì. Âñå îíè
íåñòàáèëüíû, ïîñêîëüêó îáðàçîâàíû êîðîòêîæèâóùèìè ÷àñòèöàìè.

Íàêîíåö, âîäîðîäîïîäîáíûå îáðàçîâàíèÿ âñòðå÷àþòñÿ è â òâåðäîòåëü-
íûõ ñèñòåìàõ. Â ïîëóïðîâîäíèêàõ, êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò äâà òèïà íî-
ñèòåëåé çàðÿäà � ýëåêòðîíû è äûðêè, èìåþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó
çàðÿäû. Îíè ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â ñâÿçàííûå âîäîðîäîïîäîáíûå îáðàçîâà-
íèÿ, êîòîðûå íàçûâàþò ýêñèòîíàìè.

4.3 Ñïèí ýëåêòðîíà. Ïðèíöèï Ïàóëè

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó î ñòðîåíèè ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ, ñî-
äåðæàùèõ áîëåå îäíîãî ýëåêòðîíà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè â ðàñ-
ñìîòðåíèå ïîíÿòèå ñïèíà è ïðèíöèï Ïàóëè.

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î çíà÷åíèÿõ ïðîåêöèè ìîìåíòà íà çàäàííóþ îñü.
Ïîñêîëüêó ìåõàíè÷åñêîìó ìîìåíòó çàðÿæåííîé ÷àñòèöû âñåãäà ñîïóòñòâó-
åò ìàãíèòíûé ìîìåíò, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ýêñïåðèìåíò ïî îïðåäåëå-
íèþ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà àòîìîâ. Ïåðâûé òàêîé ýêñïåðèìåíò áûë ïîñòàâëåí
â 1922 ãîäó Øòåðíîì (O.Stern) è Ãåðëàõîì (W. Gerlach). Â îïûòå Øòåð-
íà è Ãåðëàõà ïó÷îê àòîìîâ ñåðåáðà ïðîëåòàë ÷åðåç îáëàñòü íåîäíîðîäíîãî
â ïðîñòðàíñòâå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ àòîìû îòêëîíÿëèñü íà
óãîë, ïðîïîðöèîíàëüíûé âåëè÷èíå ïðîåêöèè èõ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà íà íà-
ïðàâëåíèå ïîëÿ. Ïðåæäå âñåãî, ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ýòà âåëè÷èíà äåé-
ñòâèòåëüíî êâàíòóåòñÿ � ïó÷îê ðàñïàëñÿ íà äâà, ÷òî îçíà÷àëî íàëè÷èå äâóõ
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè ìîìåíòà. Îäíàêî, ÿñíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ðå-
çóëüòàò íå èìååò ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ ê îðáèòàëüíîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ
� ÷èñëî âîçìîæíûõ ïðîåêöèé äëÿ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ðàâíî 2l + 1, òî
åñòü ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì! Áîëåå òîãî, ïîëíûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò ýëåêòðî-
íîâ àòîìà ñåðåáðà ðàâåí íóëþ, òî åñòü, åñëè áû ðå÷ü øëà îá îðáèòàëüíîì
ìîìåíòå, ðàñùåïëåíèÿ íå ïðîèñõîäèëî áû âîâñå.

Ðàñùåïëåíèå ïó÷êà â îïûòå Øòåðíà è Ãåðëàõà áûëî ñâÿçàíî ñ íàëè-
÷èåì ó ýëåêòðîíîâ ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà. Â êëàññè÷åñêîé êàðòèíå òàêîé
ñîáñòâåííûé ìîìåíò ñîîòâåòñòâîâàë áû âðàùåíèþ ýëåêòðîíà âîêðóã ñâîåé
îñè. Íåîáõîäèìî îãîâîðèòüñÿ, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè íèêàêîãî âðàùåíèÿ
âîêðóã ñâîåé îñè íå ïðîèñõîäèò, ýòîò îáðàç ïðèâåäåí òîëüêî äëÿ íàãëÿäíî-
ñòè. Ýëåêòðîí íåëüçÿ íè �ðàñêðóòèòü�, íè �îñòàíîâèòü�, âåëè÷èíà åãî ñîá-
ñòâåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà íåèçìåííà è ñîñòàâëÿåò h̄/2. Óæå òîãî ôàêòà,
÷òî ìîìåíò èìïóëüñà íå êðàòåí ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïî-
íÿòü, ÷òî íè î êàêîì âðàùåíèè ðå÷ü íå èäåò � â ýòîì ñëó÷àå, êàê è äëÿ îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, ìîìåíò èìïóëüñà ñîñòàâëÿë áû îäíó èëè íåñêîëüêî
ïîñòîÿííûõ Ïëàíêà. Ñîáñòâåííûé ìîìåíò ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êîòîðûé
ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïèíîì � ýòî èõ âíóòðåííÿÿ õàðàêòåðèñòèêà, íå èìåþùàÿ
êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî, êðîìå êîîðäèíàòû r, ÷àñòèöà
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èìååò åùå îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû s, òàê ÷òî åå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò
äâóõ ïåðåìåííûõ

ψ = ψ(r, s). (4.5)

Ñïèí, êàê è îðáèòàëüíûé ìîìåíò, ïðèíÿòî ìåðÿòü â åäèíèöàõ ïîñòîÿí-
íîé Ïëàíêà. Òàêèì îáðàçîì, ñïèí ýëåêòðîíà s = 1/2. ×èñëî åãî âîçìîæíûõ
ïðîåêöèé íà çàäàííóþ îñü 2s + 1 = 2, ÷òî è îáúÿñíÿåò ðåçóëüòàò îïûòà
Øòåðíà-Ãåðëàõà.

Âëèÿíèå ñïèíà íà îðáèòàëüíîå äâèæåíèå ýëåêòðîíà íåâåëèêî è îïðå-
äåëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè êâàíòîâûìè ýôôåêòàìè, àíàëèç êîòîðûõ âûõî-
äèò çà ïðåäåëû íàøåãî êóðñà. Îãðàíè÷èìñÿ íåñêîëüêèìè ñëîâàìè î íà-
áëþäàåìûõ ñëåäñòâèÿõ ýòîãî âëèÿíèÿ. Ñïèíîâàÿ è îðáèòàëüíàÿ ñòåïåíü
ñâîáîäû ýëåêòðîíà îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè (ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ñïèí-
îðáèòàëüíîì âçàèìîäåéñòâèè), òàê ÷òî êàæäûé èç óðîâíåé ýíåðãèè, âû-
÷èñëåííûõ äëÿ �áåññïèíîâûõ� ýëåêòðîíîâ, â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàñùåïëÿåò-
ñÿ íà áëèçêîðàñïîëîæåííûå óðîâíè3 (çà èñêëþ÷åíèåì s-óðîâíåé, äëÿ êîòî-
ðûõ îðáèòàëüíûé ìîìåíò ðàâåí íóëþ, è ðàñùåïëåíèÿ íå ïðîñõîäèò). Ñî-
îòâåòñòâåííî, ðàñùåïëåííûìè îêàçûâàþòñÿ è ëèíèè ñïåêòðîâ àòîìîâ. Ìà-
ëîñòü âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ðåëÿòèâèñò-
ñêèõ ýôôåêòîâ â àòîìå, òî åñòü, â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ, ïîñòîÿííîé

òîíêîé ñòðóêòóðû α = e2

h̄c (âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà α2).
Îïèñàííîå ðàñùåïëåíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü òîíêîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðîâ,
÷òî è äàëî íàçâàíèå âåëè÷èíå α.

Ñïèí � õàðàêòåðèñòèêà, èìåþùàÿñÿ íå òîëüêî ó ýëåêòðîíîâ, íî è äðóãèõ
èçâåñòíûõ ôèçèêàì ÷àñòèö. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðèðîäå
âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ÷àñòèöû, ñïèí êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëûì èëè ïîëóöåëûì
÷èñëîì (ñîîòâåòñòâåííî, âíóòðåííèé ìîìåíò ñîñòàâëÿåò nh̄ èëè (n + 1

2 )h̄,
ãäå n � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî). ×àñòèöû ñ öåëûì ñïèíîì íàçûâà-
þò áîçîíàìè, à ñ ïîëóöåëûì � ôåðìèîíàìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì
âûøå, ýëåêòðîíû ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîçîíû è ôåð-
ìèîíû âåäóò ñåáÿ ñîâåðøåííî ïî-ðàçíîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòèêè àí-
ñàìáëåé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, òî åñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåì,
ñîäåðæàùèõ îäèíàêîâûå ÷àñòèöû. Î ñòàòèñòèêå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ìû
ïîãîâîðèì ïîçäíåå, à ïîêà îòìåòèì òîëüêî ãëàâíóþ îòëè÷èòåëüíóþ ÷åðòó
àíñàìáåé ôåðìèîíîâ:

• Äâà ôåðìèîíà íå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå êâàíòîâîì ñî-
ñòîÿíèè.

Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà Ïàóëè. Ê ïðèíöèïó Ïàóëè ñëå-
äóåò îòíîñèòüñÿ êàê ê àêñèîìå; åãî íåëüçÿ óñòàíîâèòü, íàïðèìåð, èç óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà ïóòåì ìàòåìàòè÷åñêèõ âûêëàäîê. Íà áîëåå âûñîêèõ óðîâ-
íÿõ ïîíèìàíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïðèíöèï Ïàóëè ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàí ïî-äðóãîìó4, íî â ëþáîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î íåêîòîðîì ââîäèìîì â
òåîðèþ àïðèîðíîì òðåáîâàíèè.

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó îïèñàíèþ ýëåêòðîíîâ â àòîìå, ïðèíöèï Ïàóëè
îçíà÷àåò, ÷òî äâà ýëåêòðîíà íå ìîãóò èìåòü îäíîâðåìåííî îäèí è òîò æå

3Âûðîæäåíèå ïðè ýòîì ñíèìàåòñÿ íå ïîëíîñòüþ, òî åñòü êàæäàÿ èç ãðóïï óðîâíåé,
èìåþùèõ ñîâïàäàþùóþ ýíåðãèþ, ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî ãðóïï, ñîñòîÿùèõ èç ìåíü-
øåãî ÷èñëà óðîâíåé.

4Â ÷àñòíîñòè, êàê òðåáîâàíèå àíòèñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ôåðìè-
îíîâ ïî ïåðåñòàíîâêàì.
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íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë nr, l,m è îäíó è òó æå ïðîåêöèþ âåëè÷èíû ñïèíà
íà çàäàííóþ îñü. Ïîñêîëüêó âîçìîæíûõ ïðîåêöèé âñåãî äâå, â ñîñòîÿíèè ñ
çàäàííûì íàáîðîì nr, l,m ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå ÷åì äâà ýëåêòðîíà.

Îáû÷íî, â êà÷åñòâå �çàäàííîé îñè� âûáèðàþò îñü z è ãîâîðÿò î ñïèíå,
íàïðàâëåííîì �ââåðõ� èëè �âíèç�. Êàê è ïðè îïèñàíèè ïðîåêöèè ìîìåíòà îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ, ýòî íå áîëåå, ÷åì îáùåïðèíÿòàÿ òåðìèíîëîãèÿ � îñü z
íè÷åì íå âûäåëåíà, è âìåñòî íåå ìîæíî âûáðàòü ëþáîå äðóãîå íàïðàâëåíèå
� ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ íàáëþäàåìûõ îò òàêîãî âûáîðà íå çàâèñÿò.

4.4 Çàïîëíåíèå ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ñòðóêòóðó ýëåêòðîííûõ îáî-
ëî÷åê àòîìîâ. Áûëî áû íåïðàâèëüíî äóìàòü, ÷òî ñâîéñòâà ýëåêòðîíîâ â
ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìîâ îïèñûâàþòñÿ òîé æå ìîäåëüþ, ÷òî è ñâîéñòâà
ýëåêòðîíà àòîìà âîäîðîäà. Äåëî â òîì, ÷òî ýëåêòðîí â òàêèõ àòîìàõ äâèæåò-
ñÿ â ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå, ñîçäàííîì íå òîëüêî ÿäðîì, íî è äðóãèìè
ýëåêòðîíàìè. Ïîñëåäíèå äåëîêàëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå, òàê ÷òî ïîòåíöè-
àë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí, íå ÿâëÿåòñÿ êóëîíîâñêèì. Ê òîìó æå (è
ýòî ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëåå ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó) äâèæåíèå ýëåêòðîíîâ ÿâëÿ-
åòñÿ êîððåëèðîâàííûì: ïîñêîëüêó îñòàëüíûå ýëåêòðîíû òîæå �÷óâñòâóþò�
ïðèñóòñòâèå äàííîãî, ðå÷ü â äåéñòâèòåëüíîñòè èäåò íå î äâèæåíèè îäèíî÷-
íîãî ýëåêòðîíà â ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå, à î êâàíòîâîé çàäà÷å ìíîãèõ
òåë. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì îïèñàíèè ñâîéñòâ ìíîãîýëåê-
òðîííûõ àòîìîâ ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ îòäåëüíûõ
ýëåêòðîíîâ, à î ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè â öåëîì. Ýòè ñîñòîÿíèÿ
ïðèíÿòî íàçûâàòü òåðìàìè.

Îäíàêî, äëÿ öåëåé êëàññèôèêàöèè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ àòîìà
âîäîðîäà, â ñëó÷àå ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìîâ èñïîëüçîâàòü âñå-òàêè ìîæíî.
Íà ýòîì ÿçûêå ðå÷ü èäåò î ïîñëåäîâàòåëüíîì (ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà Ïàóëè)
çàïîëíåíèè ñîñòîÿíèé ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà àòîìà â òàáëèöå Ìåíäåëååâà. Â
ñëó÷àå àòîìà âîäîðîäà, ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñ-
ëà n; ïðè ó÷åòå ìåæýëåêòðîííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîÿâëÿåòñÿ
òàêæå çàâèñèìîñòü îò l (ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íà ïðè-
ìåðå âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ). Ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîíîâ
ñ çàäàííûìè n, l ïðèíÿòî íàçûâàòü ýëåêòðîííîé îáîëî÷êîé. Îáîëî÷êó íà-
çûâàþò çàïîëíåííîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ÷èñëî ýëåêòðîíîâ, ìàêñèìàëüíî
äîïóñòèìîå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî
ïðè óâåëè÷åíèè àòîìíîãî íîìåðà îáîëî÷êè çàïîëíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ïðåäñòàâëåíèå î ïîñëåäîâàòåëüíîì çàïîëíåíèè îáîëî÷åê ëåæèò â îñíî-
âå ïîíèìàíèÿ ïåðèîäè÷íîñòè õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ, îáíàðóæåííîé
Ä.È. Ìåíäåëååâûì. Äåëî â òîì, ÷òî õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà àòîìîâ îïðåäåëÿ-
þòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýëåêòðîíàìè íàðóæíèõ (òî åñòü, èìåþùèõ ìàê-
ñèìàëüíîå ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî ñðåäè ñîäåðæàùèõ ýëåêòðîíû) îáîëî-
÷åê. Ýëåêòðîíû ýòèõ îáîëî÷åê èìåþò íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ ñâÿçè ñ àòîìîì;
êðîìå òîãî, èõ îðáèòû èìåþò íàèáîëüøèé ðàçìåð. Îáà ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâà
îçíà÷àþò, ÷òî ýëåêòðîíû íàðóæíèõ îáîëî÷åê ïðèíèìàþò ó÷àñòèå â õèìè-
÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Êîìïàêòíûå æå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûå âíóòðåííèå îáî-
ëî÷êè õèìè÷åñêè èíåðòíû; îòíîñÿùèåñÿ ê íèì ýëåêòðîíû îòäåëèòü îò àòî-
ìà ïîñðåäñòâîì õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó, ñ
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òî÷êè çðåíèÿ õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð, àòîì íàòðèÿ, èìåþùèé åäèí-
ñòâåííûé ýëåêòðîí 3s-îáîëî÷êè, è àòîì êàëèÿ ñ 4s-ýëåêòðîíîì âåñüìà ñõî-
æè. Êàæäûé ïåðèîä òàáëèöû Ìåíäåëååâà çàêàí÷èâàåòñÿ èíåðòíûì ãàçîì,
âíåøíèå îáîëî÷êè êîòîðîãî ïîëíîñòüþ çàïîëíåíû è êîòîðûé ïîýòîìó ïðàê-
òè÷åñêè íå âñòóïàåò â õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. Ñëåäóþùèé ïåðèîä íà÷èíàåòñÿ
ùåëî÷íûì ìåòàëëîì, âíåøíÿÿ îáîëî÷êà êîòîðîãî ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
ýëåêòðîí. Ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ ðàçíûõ ïåðèîäîâ, âíåøíèå îáîëî÷êè êîòîðûõ
ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, ñõîæè.

Ñêàçàííîå â ïîëíîé ìåðå îòíîñèòñÿ ê ïåðâûì ñòðîêàì òàáëèöû Ìåíäå-
ëååâà, íî íóæäàåòñÿ â îïðåäåëåííîì óòî÷íåíèè ïðèìåíèòåëüíî áîëåå òÿæå-
ëûì àòîìàì. Ïåðåä òåì, êàê ýòî óòî÷íåíèå ñäåëàòü, èìååò ñìûñë îáñóäèòü
ñâîéñòâà ñïåêòðîâ àòîìîâ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ.

4.5 Ñïåêòðû àòîìîâ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ

Îïòè÷åñêèå ñïåêòðû àòîìîâ ïåðâîé ãðóïïû òàáëèöû Ìåíäåëååâà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè åäèíñòâåííîãî ýëåêòðîíà âíåøíåé îáîëî÷êè (â ñîîò-
âåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, ýíåðãèÿ ñâÿçè ýëåêòðîíîâ ïîëíîñòüþ çàïîë-
íåííûõ âíóòðåííèõ îáîëî÷åê âåñüìà âûñîêà, è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäàì
ýòèõ ýëåêòðîíîâ ëèíèè ëåæàò äàëåêî â óëüòðàôèîëåòå). Ïðè ýòîì, ïîñêîëü-
êó ðàäèóñ âíåøíåé îáîëî÷êè çàìåòíî áîëüøå ðàäèóñîâ âíóòðåííèõ, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå, áëèçêîì êóëîíîâñêîìó ïî-
ëþ åäèíè÷íîãî çàðÿäà (çàðÿä ÿäðà ìèíóñ ìîäóëü çàðÿäà îñòàëüíûõ ýëåê-
òðîíîâ). Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè
R(r) òàêîãî ýëåêòðîíà èìååò âèä

h̄2

2m

(
− 1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
R+

l(l + 1)

r2
R

)
+
e2

r
R+ V (r)R = ER. (4.6)

Çäåñü V (r) � ïîïðàâêè, îïðåäåëÿþùèå îòêëîíåíèå ïîòåíöèàëà îò êóëîíîâ-
ñêîãî è ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ðàçìåðà âíóòðåííèõ îáîëî÷åê. Âåëè÷è-
íà V (r) ïðè óâåëè÷åíèè r äîëæíà óáûâàòü áûñòðåå, ÷åì 1/r � ýëåêòðîí,
ðàñïîëîæåííûé î÷åíü äàëåêî îò ÿäðà, �íå ÷óâñòâóåò� êîíå÷íîñòè ðàçìåðà
âíóòðåííèõ îðáèòàëåé è íàõîäèòñÿ â ÷èñòî êóëîíîâñêîì ïîëå. Åñòåñòâåííî
ðàçëîæèòü V (r) â ðÿä Ëîðàíà5 è îãðàíè÷èòüñÿ ó÷åòîì ïåðâîãî ÷ëåíà ýòîãî
ðÿäà:

V (r) =
v2

r2
. (4.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé
ôóíêöèè

h̄2

2m

(
− 1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
R+

l(l + 1)

r2
R

)
+
e2

r
R+

v2

r2
R = ER, (4.8)

óáåæäàåìñÿ, ÷òî ðîëü ïîïðàâêè ñâîäèòñÿ ê ýôôåêòèâíîìó èçìåíåíèþ âå-
ëè÷èíû îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà:

leff(leff + 1) = l(l + 1) +
2mv2

h̄2 . (4.9)

5Íàïîìíèì: èìååòñÿ â âèäó ðàçëîæåíèå âáëèçè r = ∞; íàïðèìåð: 1/(r + a)|r→∞ =
1/r − a/r2 + a2/r3 − ....
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Ñ÷èòàÿ ïîïðàâêó ìàëîé, ðàñêëàäûâàåì ëåâóþ ÷àñòü â ðÿä ïî leff − l è íà-
õîäèì

leff = l +
2mv2

(2l + 1)h̄2 . (4.10)

Â ñîîòâåâòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ àòîìà âîäîðîäà, ýíåðãèè
óðîâíåé ðàâíû

Enr,l = − me4

2h̄2(nr + leff + 1)2
= − me4

2h̄2(nr + l + 1 + 2mv2

(2l+1)h̄2 )2
. (4.11)

Âèäíî ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ïîëó÷åííîé ôîðìóëû îò ñëó÷àÿ àòîìà âîäî-
ðîäà � ýíåðãèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = nr+l+1,
íî è (ïðè çàäàííîì n) îò îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà l. Ìû ãîâîðèëè,
÷òî çàâèñèìîñòü ýíåðãèè òîëüêî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà (ñëó÷àéíîå
âûðîæäåíèå) ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà. Êàê òîëüêî
ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå îòêëîíåíèå ïîòåíöèàëà îò âèäà 1/r, ýòî âûðîæ-
äåíèå îêàçàëîñü ñíÿòî (íî óðîâíè ïî-ïðåæíåìó âûðîæäåíû ïî âåëè÷èíå
ïðîåêöèè ìîìåíòà m, ïîñêîëüêó âðàùàòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ ñèñòåìû íå íà-
ðóøåíà!).

Íà ïðàêòèêå, çíàê ïîïðàâêè òàêîâ, ÷òî óðîâíè ñ á�îëüøèì çíà÷åíèåì ìî-
ìåíòà îêàçûâàþòñÿ ðàñïîëîæåííûìè âûøå ïî øêàëå ýíåðãèé. Äëÿ ïðèìåðà,
ýíåðãèÿ ñâÿçè ñîñòîÿíèÿ 2s ïðèìåðíî ðàâíà 5.4 eV, à 2p � 3.3 eV (äëÿ �èñ-
òèííî� âîäîðîäîïîäîáíîé ñèñòåìû ýòè ýíåðãèè áûëè áû ðàâíû!). Ïåðåõîä
ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèé ñ èñïóñêàíèåì ôîòîíà ñ
äëèíîé âîëíû 670 íì, îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé êðàñíûé öâåò ïàðîâ ëèòèÿ.
Ó íàòðèÿ àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåò äëèíå âîëíû 590 íì, ïîýòîìó
åãî ïàðû èìåþò æåëòûé öâåò.

4.6 Ïðàâèëî Ìàäåëóíãà. Àòîìû ïîáî÷íûõ ãðóïï

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýíåðãèè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ìíîãîýëåêòðîííîì
àòîìå ðàñòóò ñ ðîñòîì îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà, âëå÷åò âàæíûå ñëåä-
ñòâèÿ äëÿ ñòðóêòóðû ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ. Çàâèñèìîñòü E(l)
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýëåêòðîí ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìèê n, l ìîæåò èìåòü
ýíåðãèþ, á�îëüøóþ ÷åì ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n + 1, l′, åñëè l′ < l. Â ðå-
çóëüòàòå, ïðè óâåëè÷åíèè àòîìíîãî íîìåðà, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïåðâû-
ìè çàïîëíÿþòñÿ îáîëî÷êè, õàðàêòåðèçóåìûå á�îëüøèì çíà÷åíèåì ãëàâíîãî
êâàíòîâîãî ÷èñëà, íî ìåíüøèì � îðáèòàëüíîãî. Êàê ïðàâèëî, ïðèìåíèìî ýì-
ïèðè÷åñêîå ïðàâèëî Ìàäåëóíãà (E. Madelung, 1936) (îíî æå � ïðàâèëî Â.Ì.
Êëå÷êîâñêîãî, 1951): îáîëî÷êè çàïîëíÿþòñÿ ïî ìåðå ðîñòà ñóììû n+ l, ïðè
ðàâíûõ çíà÷åíèÿõ n+ l âíà÷àëå çàïîëíÿåòñÿ îáîëî÷êà ñ ìåíüøèì n.

Äëÿ ðÿäà ýëåìåíòîâ, îäíîâðåìåííî çàïîëíåííûìè íå ïîëíîñòüþ ÿâëÿ-
þòñÿ äâå îáîëî÷êè: ïðèñóòñòâóþò s ýëåêòðîíû âíåøíåé îáîëî÷êè, è îäíî-
âðåìåííî èìåþòñÿ ñâîáîäíûå d èëè f îðáèòàëè ñ ïðåäøåñòâóþùèì ãëàâíûì
êâàíòîâûì ÷èñëîì. Õèìè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ, â
ïåðâóþ î÷åðåäü6, ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèåé âíåøíåé îáîëî÷êè. Ýòè ýëå-
ìåíòû âûïàäàþò èç ïðîñòåéøåé ñõåìû ÷åðåäîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñ
ðîñòîì àòîìíîãî íîìåðà, ïîýòîìó â òàáëèöå Ìåíäåëååâà èõ ÷àñòî îòìå÷àþò

6Íî îòíþäü íå ïîëíîñòüþ!
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êàê ýëåìåíòû ïîáî÷íûõ ãðóïï. Äðóãîå íàçâàíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ � ïåðåõîä-
íûå ìåòàëëû. Íàïðèìåð, ïåðâàÿ èç ïîáî÷íûõ ãðóïï âêëþ÷àåò Sc, Ti, V, Cr,
Mn, Fe, Co, Ni � ýòè ýëåìåíòû èìåþò ýëåêòðîíû 4s îáîëî÷êè è îäíîâðåìåííî
íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííóþ 3d îáîëî÷êó7.

4.7 Ðåíòãåíîâñêèå òåðìû

Ïîä ðåíòãåíîâñêèìè òåðìàìè ïîíèìàþò ñîñòîÿíèÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòî-
ìà, âîçíèêàþùèå ïðè óäàëåíèè èç íåãî îäíîãî èç ýëåêòðîíîâ âíóòðåííèõ
îáîëî÷åê. Ýíåðãèè òàêèõ òåðìîâ îòíîñèòåëüíî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âåñüìà
âûñîêè è ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèÿì ýëåêòðîìàãíèòíûõ êâàíòîâ ðåíòãåíîâñêî-
ãî äèàïàçîíà. Ïîëó÷àþò ðåíòãåíîâñêèå òåðìû, áîìáàðäèðóÿ àòîì ÷àñòèöà-
ìè (íàïðèìåð, ýëåêòðîíàìè), èìåþùèìè äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ýíåðãèþ. Ìû
â íàøåì êóðñå óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ðåíòãåíîâñêèìè òåðìàìè � ïðè îïè-
ñàíèè îïûòîâ Ìîçëè. Â ýòèõ îïûòàõ ðåàëèçîâûâàëñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ
ìåõàíèçìîâ ðåëàêñàöèè êîíôèãóðàöèè ðåíòãåíîâñêîãî òåðìà ê ñîñòîÿíèþ ñ
ìåíüøåé ýíåðãèåé � âíóòðåííèé ïåðåõîä îäíîãî èç ýëåêòðîíîâ àòîìà ñ áî-
ëåå âûñîêîëåæàùåé îáîëî÷êè íà �ñâîáîäíóþ� îðáèòàëü, ñîïðîâîæäàþùèé-
ñÿ èñïóñêàíèì ðåíòãåíîâñêîãî êâàíòà. Ýíåðãèÿ ïîñëåäíåãî ðàâíà ðàçíîñòè
ýíåðãèé àòîìà äî è ïîñëå ýëåêòðîííîãî ïåðåõîäà.

Ñóùåñòâóåò è äðóãîé ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè, ïðè êîòîðîì èñïóñêàíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íå ïðîèñõîäèò, à ýíåðãèÿ óíîñèòñÿ ýëåêòðîíîì, ïî-
êèäàþùèì àòîì. Â ýòîì ñëó÷àå, â ïðîöåññå ðåëàêñàöèè ó÷àñòâóþò äâà ýëåê-
òðîíà èç îáîëî÷êè àòîìà � îäèí ïåðåõîäèò íà íèæåëåæàùóþ ñâîáîäíóþ
îðáèòàëü (òî åñòü, åãî ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ), à äðóãîé � óõîäèò èç àòîìà,
óíîñÿ âûñâîáîäèâøóþñÿ ýíåðãèþ. Îïèñàííûé ïðîöåññ íàçûâàþò ýôôåêòîì
Îæå (P. Auger).

4.8 Ìåõàíèçìû ñâÿçè â ìîëåêóëàõ

Ïîãîâîðèâ î ñòðóêòóðå ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ, ìû ïåðåõîäèì ê âî-
ïðîñó î ñâîéñòâàõ ìîëåêóë. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, íåîáõîäèìî îáñóäèòü ïðèðî-
äó ñèë, îáúåäèíÿþùèõ îòäåëüíûå àòîìû â ìîëåêóëû. Ðàçëè÷àþò äâà âèäà
õèìè÷åñêîé ñâÿçè � êîâàëåíòíóþ è èîííóþ8.

4.9 Ïðèðîäà èîííîé ñâÿçè

Èîííàÿ ñâÿçü âîçíèêàåò ïðè îáúåäèíåíèè â ìîëåêóëó àòîìîâ, îòíîñÿùèõ-
ñÿ ê ñóùåñòâåííî ðàçíûì ãðóïïàì òàáëèöû Ìåíäåëååâà. Íàïðèìåð, èîííàÿ
ñâÿçü ñóùåñòâóåò ìåæäó àòîìàìè ýëåìåíòîâ I è VII ãðóïïû � ñêàæåì Na è
Cl (ðàçóìååòñÿ, ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ NaCl ÿâëÿåòñÿ êðèñòàëëîì; ìî-
ëåêóëû NaCl ñóùåñòâóþò â ïàð�àõ ýòîãî ñîåäèíåíèÿ). Ïðè ôîðìèðîâàíèè

7Çà ýòèìè ýëåìåíòàìè â ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå ñëåäóåò ìåäü, 3d îáîëî÷êà íåéòðàëü-
íîãî àòîìà êîòîðîé çàïîëíåíà, íî ýíåðãèÿ ñâÿçè 3d ýëåêòðîíîâ ìåíüøå, ÷åì 4s, òàê ÷òî
ïîëîæèòåëüíûå èîíû Cu+ èìåþò íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííóþ 3d îáîëî÷êó. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå ìåäü òàêæå îòíîñÿò ê ïåðåõîäíûì ìåòàëëàì.

8Ìåæäó àòîìàìè äåéñòâóþò òàêæå Âàí-äåð-Âààëüñîâû ñèëû ïðèòÿæåíèÿ. Îäíàêî,
îíè ñóùåñòâåííû, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íå ïðè ôîðìèðîâàíèè ìîëåêóë, à ïðè îáúåäèíåíèè
ìîëåêóë â áîëåå êðóïíîìàøòàáíûå ñòðóêòóðû.
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èîííîé ñâÿçè îäèí èëè íåñêîëüêî ýëåêòðîíîâ îäíîãî èç àòîìîâ ïåðåõîäÿò â
ñîñòîÿíèå, ëîêàëèçîâàííîå âáëèçè äðóãîãî (â íàøåì ïðèìåðå, 3s-ýëåêòðîí
Na ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå 3d-îðáèòàëè Cl). Î÷åâèäíî, ïðè
ýòîì àòîìû îêàçûâàþòñÿ ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûìè, è ìåæäó íèìè äåé-
ñòâóåò êóëîíîâñêàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ. Àòîìû ñáëèæàþòñÿ íà ðàññòîÿíèå,
îãðàíè÷åííîå ðàçìåðîì èõ çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê (â ñëó÷àå NaCl, âòîðîé
îáîëî÷êè Na è òðåòüåé îáîëî÷êè Ñl).

Åñòåñòâåííî çàäàòüñÿ âîïðîñîì � ïî êàêîé ïðè÷èíå ýëåêòðîíó îêàçûâà-
åòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî ïåðåéòè íà îáîëî÷êó äðóãîãî àòîìà, âîïðåêè
êóëîíîâñêèì ñèëàì, êàçàëîñü áû, ñòðåìÿùèìñÿ óäåðæàòü àòîìû â ýëåêòðè-
÷åñêè íåéòðàëüíîì ñîñòîÿíèè? Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðèðîäå ýòîãî
ïðîöåññà ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ íàõî-
äÿùèìñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò íåãî ýëåêòðîíåéòðàëüíûì àòîìîì.
Êàê ìîæíî ïîíÿòü, ìåæäó òàêèìè îáúåêòàìè âîçíèêàåò ñèëà ïðèòÿæåíèÿ,
âûçâàííàÿ ïîëÿðèçàöèåé ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìà. Êóëîíîâñêîå ïîëå
ýëåêòðîíà ïðèâîäèò ê äåôîðìàöèè îáîëî÷åê, òàê ÷òî â ñðåäíåì ýëåêòðî-
íû àòîìà îêàçûâàþòñÿ ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî ÿäðà â ñòîðîíó, ïðîòèâî-
ïîëîæíóþ ìåñòîïîëîæåíèþ �âíåøíåãî� ýëåêòðîíà. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîé
ñèòóàöèè äåéñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîí ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó
ÿäðó ïðåâàëèðóåò íàä ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ ñî ñòîðîíû ýëåêòðîíîâ àòîìà,
òàê ÷òî ýëåêòðîí ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ýëåêòðîíåéòðàëüíîìó àòîìó. Âàæíî
îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé ýôôåêò ñóùåñòâåííî ñâÿçàí ñ êîíå÷íîñòüþ
ðàçìåðîâ àòîìà è íàëè÷èåì ó íåãî âíóòðåííåé ñòðóêòóðû. Ðàçóìååòñÿ, âå-
ëè÷èíà ïîëÿðèçàöèè çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìà �
÷åì ëåã÷å èõ äåôîðìèðîâàòü, òåì ïîëÿðèçàöèÿ áîëüøå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûå îáîëî÷êè ïîëÿðèçóþòñÿ âåñüìà ñëàáî9. Òàêèì îá-
ðàçîì, äåéñòâóþùàÿ íà 3s-ýëåêòðîí íàòðèÿ ñèëà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîëÿðèçàöèåé
ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê õëîðà, çíà÷èòåëüíî áîëüøå àíàëîãè÷íîé ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé ñî ñòîðîíû àòîìíîãî îñòîâà Na.

Èçëîæåííûå âûøå àðãóìåíòû äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû êàê íàâîäÿ-
ùèå ñîîáðàæåíèÿ, ãîâîðÿùèå î âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà ýëåêòðîíîâ ñ îäíîãî
àòîìà íà äðóãîé, ñâÿçàííîãî ñ ýôôåêòàìè ïåðåñòðîéêè ýëåêòðîííûõ îáî-
ëî÷åê. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðè ôîðìèðîâàíèè èîííîé ñâÿçè ðàññòîÿíèå
ìåæäó àòîìàìè îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì ìàëî, à ïåðåñòðîéêà ýëåêòðîííûõ
îðáèòàëåé � ñëèøêî ñóùåñòâåííà, ÷òîáû èìåëî ñìûñë íåïîñðåäñòâåííî ãî-
âîðèòü îá ýôôåêòå ïîëÿðèçàöèè. Ïðèíÿòî îïåðèðîâàòü òåðìèíàìè ýíåð-
ãèÿ èîíèçàöèè (ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îòðûâà ýëåêòðîíà îò àòîìíîãî
îñòîâà) è ýíåðãèÿ ñðîäñòâà ê ýëåêòðîíó (ýíåðãèÿ ñâÿçè ýëåêòðîíà ñ íåé-
òðàëüíûì àòîìîì). Îáðàçîâàíèå èîííîé ñâÿçè, î÷åâèäíî, âîçìîæíî, åñëè
ýíåðãèÿ ñðîäñòâà ê ýëåêòðîíó îäíîãî èç àòîìîâ áîëüøå ýíåðãèè èîíèçàöèè
äðóãîãî. Èçëîæåíûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ îáúÿñíÿþò ïðîèñõîæäåíèå ÷àñòè
ýíåðãèè ñðîäñòâà ê ýëåêòðîíó, ñâÿçàííîé ñ èõ âçàèìîäåéñòâèåì íà äîñòà-
òî÷íî äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ, è ïîìîãàþò ïîíÿòü, ïî÷åìó ýíåðãèÿ ñðîäñòâà
ê ýëåêòðîíó ðàçëè÷íûõ àòîìîâ ìîæåò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ ïî âåëè÷èíå.

9Ýòî ñâÿçàíî, â ÷àñòíîñòè, ñ áîëüøîé âåëè÷èíîé ýíåðãèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ïåðåâî-
äà ýëåêòðîíîâ ýòèõ îáîëî÷åê â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå � êàê âû óçíàåòå âïîñëåäñòâèè,
ôîðìóëà äëÿ âåëè÷èíû ïîëÿðèçàöèè ñîäåðæèò ýòó ýíåðãèþ â çíàìåíàòåëå. Êðîìå òîãî,
âàæíî, ÷òî ðàçìåð îðáèòàëåé âíóòðåííèõ îáîëî÷åê ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàçìåðà âíåø-
íèõ � êàê ìû âûÿñíèëè, âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñâÿçàíà ñ êîíå÷íîñòüþ
ðàçìåðîâ ñèñòåìû, òàê ÷òî ÷åì îáîëî÷êà êîìïàêòíåå, òåì åå ïîëÿðèçàöèÿ ìåíüøå.
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4.10 Ïðèðîäà êîâàëåíòíîé ñâÿçè

Êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü âîçíèêàåò ïðè îáúåäèíåíèè â ìîëåêóëû îäèíàêîâûõ èëè
áëèçêèõ ïî õèìè÷åñêèì ñâîéñòâàì àòîìîâ. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà
ìîæíî ïðèâåñòè òàêèå ìîëåêóëû, êàê O2, N2, CO2. Â ýòîì ñëó÷àå, ïåðåíîñ
çàðÿäà ñ àòîìà íà àòîì ìàë, ëèáî îòñóòñòâóåò. Ñèëû, óäåðæèâàþùèå àòîìû
ìîëåêóëå, îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû ñ âîçíèêíîâåíèåì ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé
ñ äåëîêàëèçîâàííûìè ýëåêòðîíàìè, òî åñòü ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ýëåêòðîí
íå ïðèâÿçàí ê îäíîìó êîíêðåòíîìó àòîìó.

Ïðèðîäó ýòîé ñâÿçè ìîæíî ïîíÿòü, ðàññìîòðåâ ìîäåëüíóþ çàäà÷ó îá
îäíîìåðíîì äâèæåíèè ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå äâóõ δ-ÿì. Äâå ÿìû áóäóò
ìîäåëèðîâàòü àòîìíûå îñòîâû, à ÷àñòèöà � ýëåêòðîí âíåøíåé îáîëî÷êè, ñî-
çäàþùèé êîâàëåíòíóþ ñâÿçü. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëüíîé ñèñòåìû

p̂2

2m
ψ(x)−Wδ(x+ l/2)ψ(x)−Wδ(x− l/2)ψ(x) = Eψ. (4.12)

Çäåñü l � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÿìàìè, W - âåëè÷èíà δ-ÿì, êîòîðûå ìû äëÿ
ïðîñòîòû ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè (íàïîìíþ, äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïðîôèëÿ
ïîòåíöèàëà W åñòü ïðîèçâåäåíèå ãëóáèíû ÿìû íà åå øèðèíó). Íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü ñâîéñòâà îñíîâíîãî (èìåþùåãî íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ) ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé10 E = −κ
2h̄2

2m èìååò âèä a1e
κx

â îáëàñòè x < −l/2, b1eκx + b2e
−κx â îáëàñòè −l/2 < x < l/2, è a2e

−κx

â îáëàñòè x > l/2. Êàê è äëÿ çàäà÷è ñ ïðÿìîóãîëüíîé ÿìîé, êîòîðóþ ìû
ðàçáèðàëè íåñêîëüêèìè ëåêöèÿìè ðàíåå, àíàëèç ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðî-
ñòèòü, åñëè ó÷åñòü ñèììåòðèþ ïîòåíöèàëà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà.
Êàê ìû âûÿñíèëè ïðè ðàññìîòðåíèè ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ÷àñòè-
öû â ïðÿìîóãîëüíîì ïîòåíöèàëå, âîëíîâûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî
ñïåêòðà â ÷åòíîì ïîòåíöèàëå ÿâëÿþòñÿ èëè ÷åòíûìè, èëè íå÷åòíûìè ôóíê-
öèÿìè êîîðäèíàò. Èíòåðåñóþùàÿ íàñ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ÷åòíîé11. ×åòíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îçíà÷àåò a1 = a2, b1 = b2 (äàëåå
èíäåêñ ó êîýôôèöèåíòîâ a, b îïóñòèì). Óñëîâèÿ ñøèâêè âîëíîâîé ôóíêöèè
è åå ïðîèçâîäíîé äëÿ ëåâîé ÿìû12 äàþò äâà óðàâíåíèÿ

ae−κl/2 = b(eκl/2 + e−κl/2);

aκe−κl/2 = bκ(−eκl/2 + e−κl/2) + ae−κl/2 2m(Ud)
h̄2 .

(4.13)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (òðåáîâàíèå îáðàùåíèÿ â íóëü
äåòåðìèíàíòà) èìååò âèä:

κ =
m(Ud)

h̄2 (1 + e−κl). (4.14)

Ýòî óðàâíåíèå, õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ òðàñöåíäåíòíûì, ïîääàåòñÿ íåñëîæíîìó
àíàëèçó. Åñëè ÿìû íàõîäÿòñÿ áåñêîíå÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà, ýêñïîíåíòà

10Íàïîìíèì íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òî ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìå îòðèöàòåëüíà

11Âû ìîæåòå óáåäèòüñÿ â ýòîì íåïîñðåäñòâåííî, ðàññìîòðåâ ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ ñ íå÷åò-
íîé âîëíîâîé ôóíêöèåé. Íî, â äåéñòâèòåëüíîñòè, òàêîé íåîáõîäèìîñòè íåò � ñóùåñòâóåò
òåîðåìà, ãëàñÿùàÿ, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû èìååò
òó æå ñèììåòðèþ, ÷òî è ãàìèëüòîíèàí.

12Èç óñëîâèé äëÿ ïðàâîé ÿìû ïîëó÷àåòñÿ ðîâíî òà æå ñèñòåìà.
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îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ìû ïîëó÷àåì κ = m(Ud)
h̄2 , ÷òî äàåò E(l → +∞) =

−κ
2h̄2

2m = − (Ud)2m
2h̄2 , òî åñòü ýíåðãèþ ñâÿçè ñîñòîÿíèÿ â îäèíî÷íîé δ-ÿìå. Ó÷åò

êîíå÷íîé âåëè÷èíû l ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýòîãî çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ; ÷åì
ÿìû áëèæå, òåì ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìåíüøå. Â ïðåäåëå î÷åíü áëèçêèõ ÿì l→ 0

ýíåðãèÿ ñâÿçè óâåëè÷èâàåòñÿ â ÷åòûðå ðàçà: E(l→ 0) = − 2(Ud)2m
h̄2

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïåðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Â ñèñòåìå ñ äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ìèíèìóìàìè ïîòåíöèàëà (â ÷àñòíîñòè,
â ïîòåíöèàëå äâóõ àòîìíûõ îñòîâîâ) îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàâ-
íîé âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó âáëèçè êàæäîãî ìèíèìóìà (â íàøåì
ïðèìåðå ýòî âûòåêàåò èç ÷åòíîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè). Ïðè ýòîì, ýíåðãèÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñèñòåìû ñ îäèíî÷íûìè
ìèíèìóìàìè. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó àòîìàìè äåéñòâóþò ñèëû ïðèòÿæå-
íèÿ, îáóñëîâëåííûå �êîëëåêòèâèçàöèåé� ýëåêòðîíîâ. Õàðàêòåðíûé ðàäèóñ
äåéñòâèÿ âîçíèêàþùèõ ñèë ðàâåí ðàçìåðó îðáèòàëè; ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó îñòîâàìè ýòè ñèëû óìåíüøàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð âíîâü íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíî óïðî-
ùåííûé. Â îáðàçîâàíèè êîâàëåíòíîé ñâÿçè â äåéñòâèòåëüíîñòè ó÷àñòâóåò íå
îäèí, à íåñêîëüêî ýëåêòðîíîâ, êîòîðûå ñàìè âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðó-
ãîì êóëîíîâñêèìè ñèëàìè. Ïîòåíöèàëû àòîìíûõ îñòîâîâ íè â êîåé ìåðå
íåëüçÿ îïèñûâàòü êàê δ-ÿìû. Òåì íå ìåíåå, ñäåëàííûå íàìè êà÷åñòâåííûå
âûâîäû îñòàþòñÿ â ñèëå.

4.11 Êîëåáàòåëüíûå ñïåêòðû ìîëåêóë

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïèñàíèþ îïòè÷åñêèõ ñïåêòðîâ ìîëåêóë. Ðàçóìååòñÿ, ýòè
ñïåêòðû ñîäåðæàò ëèíèè, ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäàìè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñî-
ñòîÿíèÿìè ýëåêòðîíîâ. Ïðèðîäà ýòèõ ïåðåõîäîâ íå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ îò
ñëó÷àÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèñóòñòâèå
â ìîëåêóëå íåñêîëüêèõ àòîìîâ ïîíèæàåò ñèììåòðèþ çàäà÷è, è êëàññèôè-
êàöèÿ ëèíèé èç-çà ýòîãî îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé. Ìû, îäíàêî, íå áóäåì
ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå, à ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ìîëåêó-
ëÿðíûõ ñïåêòðîâ, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì àòîìîâ, îáðàçóþùèõ ìîëåêóëó.
Â ñëó÷àå îòäåëüíûõ àòîìîâ ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå àòîìà,
î÷åâèäíî, íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ñïåêòðàëü-
íûõ ëèíèé13. Äëÿ ñîñòîÿùåé æå èç íåñêîëüêèõ àòîìîâ ìîëåêóëû, ïîìèìî
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü òàêæå âðàùåíèå âîêðóã
öåíòðà ìàññ è êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ.

Íà÷íåì ñ àíàëèçà êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ èçìåíå-
íèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè ìîëåêóëû. Äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì ìî-
ëåêóëó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îäèíàêîâûõ àòîìîâ (íàïðèìåð, ìîëåêóëó H2, O2

èëè N2). Ýíåðãèÿ ñâÿçè ñèñòåìû U çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè R
� îíà ìèíèìàëüíà äëÿ íåêîòîðîãî ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ è óâåëè÷èâàåò-
ñÿ ïðè îòêëîíåíèè îò òàêîé êîíôèãóðàöèè. Êà÷åñòâåííî, çàâèñèìîñòü U(R)
èìååò âèä çíàêîìîãî âàì ïîòåíöèàëà Ëåííàðä-Äæîíñà (J. E. Lennard-Jones,
1924). Êîíêðåòíûé âèä çàâèñèìîñòè U(R) íàñ èíòåðåñîâàòü íå áóäåò; ìû
îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ çàäà÷è. Êàê ìû ãîâîðèëè,

13Ëèíèè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îêàçûâàþòñÿ ñäâèíóòûìè èç-çà ýôôåêòà Äî-
ïëåðà.
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îáðàçîâàíèå ìîëåêóë ñâÿçàíî ñ ïåðåñòðîéêîé èõ ýëåêòðîííûõ îðáèòàëåé.
Ýòîò ìåõàíèçì íå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì, ïîýòîìó ïîñòîÿííàÿ òîíêîé
ñòðóêòóðû â õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáàõ çàäà÷è íå ôèãóðèðóåò. Êðîìå òîãî,
ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè àòîìîâ íà ôèêñèðîâàí-
íîì ðàññòîÿíèè, â îòâåòå íå ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ìàññà ÿäðà � ýòà âåëè÷èíà
õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâà äâèæåíèÿ ÿäåð. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòåéøàÿ îöåí-
êà ãîâîðèò, ÷òî õàðàêòåðíàÿ ãëóáèíà è øèðèíà êðèâîé U(R) îïðåäåëÿåòñÿ
àòîìíûìè ìàñøòàáàìè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
ãðóáîé � ðàçìåðû àòîìîâ èç ñåðåäèíû òàáëèöû Ìåíäåëååâà â íåñêîëüêî
ðàç ïðåâûøàþò ðàäèóñ Áîðà, à õàðàêòåðíûå ýíåðãèè ñóùåñòâåííî ìåíüøå
ðèäáåðãà. Íà ïðàêòèêå, ãëóáèíà ÿìû U0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè ìîëåêóëû � èìååò
ïîðÿäîê äåñÿòûõ äîëåé ýÂ. Òåì íå ìåíåå, íàì âàæíî çàïîìíèòü, ÷òî çàâè-
ñèìîñòü U(R) íå ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàëûõ âåëè÷èí α è m

M .
Âáëèçè ìèíèìóìà çàâèñèìîñòü E(R) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïàðàáî-

ëîé è îïèñûâàòü êîëåáàíèÿ ìîëåêóëû ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà ñ æåñòêîñòüþ, ðàâíîé âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà â òî÷êå
ìèíèìóìà (íåñêîëüêî ïîçæå ìû âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïðàâîìåðíîñòè òàêîãî
îïèñàíèÿ):

p̂2

2M∗
ψ(R) +

U ′′|minR
2

2
ψ(R) = Eψ(R). (4.15)

Çäåñü M∗ � ïðèâåäåííàÿ ìàññà îñöèëëÿòîðà, äëÿ äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû
ðàâíàÿ ïîëîâèíå ìàññû àòîìà; ýíåðãèÿ E îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ìèíèìóìà ïî-
òåíöèàëà Umin. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ïîòåíöèàëà â òî÷êå ìèíèìóìà â àòîìíûõ åäèíèöàõ ìàëîñòåé íå ñîäåðæèò.

Ïîýòîìó ÷àñòîòà êîëåáàíèé ω =
√

U ′′|min

M∗ íà àòîìíîé øêàëå îêàçûâàåòñÿ

ìàëîé � ýòà âåëè÷èíà ñîäåðæèò
√
M â çíàìåíàòåëå, òàê ÷òî

ω ∼
√
m

M
ωat. (4.16)

Â ñîîòâåñòâèè ñ ýòîé îöåíêîé, êîëåáàòåëüíûå ÷àñòîòû ëåæàò â èíôðàêðàñ-
íîì äèàïàçîíå ñïåêòðà.

Ýíåðãèè áëèçêèõ ê îñíîâíîìó êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé ìîëåêóëû îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëîé En = h̄ω(n+ 1

2 ) (n íàçûâàþò êîëåáàòåëüíûì êâàíòîâûì
÷èñëîì). Ðàçóìååòñÿ, ïðè ïîâûøåíèè íîìåðà óðîâíÿ En åãî ýíåðãèÿ ðàñòåò,
òàê ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ óðîâíåé ìîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà óæå íå ãîäèòñÿ. Ïðèìåíèìîñòü ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-
ðà îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì En � Umin. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà Umin ìàëîñòåé

íå ñîäåðæèò, ïîëó÷àåì îöåíêó n �
√

M
m , òî åñòü ìîäåëü ãàðìîíè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà ïðèìåíèìà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà óðîâíåé. Îáùåå

êîëè÷åñòâî óðîâíåé êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà nmax ∼
√

M
m ; íà ïðàêòèêå êî-

ëåáàòåëüíûå ñïåêòðû âêëþ÷àþò äåñÿòêè óðîâíåé.
Ìíîãîàòîìíûå ìîëåêóëû õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè êîëåáàòåëü-

íûìè ñïåêòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì êîëåáàíèÿì
ñèñòåìû. ×èñëî ýòèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé åñòü ïîëíîå ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû ñèñòåìû çà âû÷åòîì ïîñòóïàòåëüíûõ è âðàùàòåëüíûõ, òî åñòü ìî-
ëåêóëà èç N àòîìîâ â îáùåì ñëó÷àå èìååò 3N − 6 êîëåáàòåëüíûõ ìîä. Äëÿ
ëèíåéíûõ ìîëåêóë, àòîìû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû âäîëü îäíîé ïðÿìîé, ÷èñ-
ëî âîçìîæíûõ âðàùåíèé íà åäèíèöó ìåíüøå, òàê ÷òî òàêèå ìîëåêóëû èìåþò

83



3N−5 êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîëåáàòåëíûå
ìîäû ñëîæíûõ ìîëåêóë íåðåäêî ñâÿçàíû ñ äâèæåíèåì íå âñåé ìîëåêóëû â
öåëîì, à êàêèõ-ëèáî íåáîëüøèõ åå ÷àñòåé � îòäåëüíûõ àòîìíûõ ãðóïï. Ñîîò-
âåòñòâåííî, ÷àñòîòû òàêèõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè óêàçàííûõ
ãðóïï.

Èìåþòñÿ ïîäðîáíûå òàáëèöû çíà÷åíèé êîëåáàòåëüíûõ ÷àñòîò ðàçëè÷-
íûõ ñîåäèíåíèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü ïðèñóòñòâèå òåõ èëè
èíûõ ñîåäèíåíèé â èññëåäóåìûõ ñðåäàõ. Òàêîå èññëåäîâàíèå, ñîñòàâëÿþ-
ùåå ïðåäìåò êîëåáàòåëüíîé ñïåêòðîñêîïèè, îáëàäàåò ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ
ïåðåä õèìè÷åñêèì àíàëèçîì � îíî ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ äèñòàíöèîííî, òðå-
áóåò ìàëûõ âðåìåííûõ çàòðàò è íå ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ èññëåäóåìîãî
îáðàçöà.

Êîëåáàòåëüíûå ñïåêòðû ìîæíî êàê íåïîñðåäñòâåííî èññëåäîâàòü â èí-
ôðàêðàñíîì äèàïàçîíå, òàê è �ïåðåíîñèòü� èõ â îïòè÷åñêèé äèàïàçîí, èñ-
ïîëüçóÿ ýôôåêò êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ14. Â ïðîöåññå êîìáèíàöèîííî-
ãî ðàññåÿíèÿ, ôîòîí îïòè÷åñêîãî äèàïàçîíà ðàññåèâàåòñÿ íà ìîëåêóëå, ïå-
ðåäàâàÿ ìîëåêóëå ÷àñòü ñâîåé ýíåðãèè, ðàâíóþ ýíåðãèè êâàíòà êîëåáàíèé
ìîëåêóëû. Ïðè ðàññåÿíèè íà âîçáóæäåííîé (êîëåáëþùåéñÿ) ìîëåêóëå âîç-
ìîæåí îáðàòíûé ïðîöåññ ïåðåäà÷è ýíåðãèè êâàíòà êîëåáàíèé ðàññåÿííîìó
ôîòîíó. Ãîâîðÿò, ñîîòâåòñòâåííî, ïðî ñòîêñîâó (èìåþùóþ ÷àñòîòó ω − Ω)
è àíòèñòîêñîâó (èìåþùóþ ÷àñòîòó ω + Ω) êîìïîíåíòû ñïåêòðà (çäåñü ω �
èñõîäíàÿ ÷àñòîòà ôîòîíà, Ω � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìîëåêóëû).

4.12 Âðàùàòåëüíûå ñïåêòðû ìîëåêóë

Êîëåáàòåëüíûå ñïåêòðû èìåþò âèä ÷åòêî âûðàæåííûõ ñïåêòðàëüíûõ ëè-
íèé, òîëüêî åñëè èññëåäóåìûå ìîëåêóëû ïîìåùåíû â æèäêîñòü. Åñëè æå
ðå÷ü èäåò î ñïåêòðå ãàçà, êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð ñóùåñòâåííî ìîäèôèöèðó-
åòñÿ èç-çà âîçìîæíîñòè âðàùåíèÿ ìîëåêóë (â æèäêîñòè âðàùåíèå ïðàêòè-
÷åñêè íåâîçìîæíî èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóëû ñ ñîñåäÿìè).

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó âðàùàòåëüíûõ ñïåêòðîâ. Îòâëåêàÿñü îò ïðîñòðàí-
ñòâåííîé àíèçîòðîïèè ìîëåêóë (êîòîðàÿ, åñëè íå áðàòü â ðàñ÷åò ñëó÷àé óïî-
ìÿíóòûõ âûøå ëèíåéíûõ ìîëåêóë, íå ìåíÿåò çàäà÷ó ïðèíöèïèàëüíî), ìû
ïîëó÷àåì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà âðàùàòåëüíîãî ìîìåí-
òà, óæå ðàññìîòðåííóþ íàìè ðàíåå. Âåëè÷èíà êâàäðàòà ìîìåíòà èìïóëüñà
ðàâíà h̄2l(l + 1), ãäå l � îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (íàïîìíèì, êàæäî-
ìó çíà÷åíèþ l ñîîòâåòñòâóåò 2l+ 1 âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè ìîìåíòà
èìïóëüñà). Âðàùàòåëüíàÿ ýíåðãèÿ, òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿåò

El =
h̄2l(l + 1)

2J
, (4.17)

ãäå ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû J ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
êâàäðàòà ðàçìåðà ìîëåêóëû íà åå ìàññó. Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî â àòîìíûõ
åäèíèöàõ J ∼M , òî åñòü

El ∼
m

M
h̄ωat. (4.18)

14Ýòîò ýôôåêò áûë ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî îáíàðóæåí
Ë.È.Ìàíäåëüøòàìîì è Ã.Ñ.Ëàíäñáåðãîì â ÌÃÓ, è ×.Â.Ðàìàíîì â Êàëüêóòòå. Â
èíîñòðàííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí �ðàìàíîâñêîå ðàññåÿíèå�.
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Óðîâíè ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî ñïåêòðà îêàçûâàþòñÿ ðàñïîëîæåííûìè åùå
÷àùå, ÷åì êîëåáàòåëüíûå óðîâíè (ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ñ íåáîëüøè-
ìè l îòëè÷àåòñÿ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè óðîâíÿìè ìíîæèòå-
ëåì ∼

√
m
M ). Íà ïðàêòèêå, ñòîëü ìàëîå ìåæóðîâíåâîå ðàññòîÿíèå ïðèâîäèò

ê òîìó, ÷òî ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäàì âî âðàùàòåëüíîì ñïåêòðå,
ðàçìûâàþòñÿ â åäèíóþ ïîëîñó. Â ñïåêòðàõ ãàçîâ òàêèå ïîëîñû âîçíèêàþò
íà ìåñòå ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåáàòåëüíûì ïåðåõîäàì.

4.13 Ôîíîíû. Çàêîí äèñïåðñèè â îäíîìåðíîé

öåïî÷êå

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ êðèñòàëëîâ. Âàæíåéøåé èõ îñî-
áåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ èõ ïåðèîäè÷íîñòü: êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ïåðåõî-
äèò ñàìà â ñåáÿ ïðè ñäâèãå íà îäèí èëè íåñêîëüêî ïåðèîäîâ ðåøåòêè15.
Ïðèíÿòî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî êðèñòàëëû èìåþò òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåò-
ðèþ.

Îäíîìåðíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ ïðè òðàíñ-
ëÿöèè íà nl, ãäå l � ïåðèîä ñòðóêòóðû, n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî (íå
îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíîå). Òðåõìåðíûå êðèñòàëëû îñòàþòñÿ íåèçìåííû-
ìè ïðè òðàíñëÿöèÿõ âèäà n1l1 + n2l2 + n3l3, ãäå l1, l2, l3 � áàçîâûå âåêòîðû
ðåøåòêè êðèñòàëëà. Ìèíèìàëüíàÿ ïî îáúåìó îáëàñòü êðèñòàëëà, òðàíñëÿ-
öèÿìè êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü âñþ ðåøåòêó, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêîé. Íàïðèìåð, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êðèñòàëëà NaCl ñîäåðæèò îäèí
àòîì íàòðèÿ è îäèí � õëîðà.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñòðóêòóðà êðèñòàëëîâ ïåðèîäè÷íà â ïðîñòðàí-
ñòâå, îêàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ñâîéñòâ. Ìû
ðàññìàòðèì äâå òåìû, äëÿ àíàëèçà êîòîðûõ òðàíñëÿöèîííàÿ ñèììåòðèÿ ñó-
ùåñòâåííà: ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëàõ è êîëåáàíèÿ êðèñòàëëè÷å-
ñêîé ðåøåòêè.

Âíà÷àëå îáñóäèì ñòåïåíè ñâîáîäû êðèñòàëëîâ, ñâÿçàííûå ñ êîëåáàíèÿìè
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ïîñêîëüêó êîëåáàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè
� ýòî, ôàêòè÷åñêè, çâóêîâûå âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùèå èì â êâàíòîâîé ôè-
çèêå ÷àñòèöû ïðèíÿòî íàçûâàòü ôîíîíàìè.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àòîìîâ ðåøåòêè. Ñèòóàöèÿ âïîëíå àíà-
ëîãè÷íà ñëó÷àþ ìîëåêóë � ðàññìàòðèâàÿ äâèæåíèå àòîìîâ, ìîæíî ââåñòè
ýôôåêòèâíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ, çàâèñÿùóþ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íèìè, ïðîèñõîæäåíèå êîòîðîé ñâÿçàíî ñ ïåðåñòðîéêîé ýëåêòðîííûõ îðáè-
òàëåé íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè äðóã äðóãà àòîìîâ. Ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ
àòîìîâ, äîñòàâëÿþùàÿ ìèíèìóì èõ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (â ñëó÷àå êðè-
ñòàëëîâ ýòî � ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà), è â ñëó÷àå ìàëûõ îòêëî-
íåíèé îò ýòîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ìëàäøèì � êâàäðàòè÷-
íûì � ïðèáëèæåíèåì äëÿ çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ
àòîìîâ îò ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Íàïîìíèì (ìû ãîâîðèëè îá ýòîì
ïðèìåíèòåëüíî ê ìîëåêóëàì), ÷òî ôàêòè÷åñêè âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü
òàêîå ïðèáëèæåíèå ñâÿçàíà ñ ìàëîñòüþ îòíîøåíèÿ ìàññ ýëåêòðîíà è ÿäðà.

15Î òîì, ÷òî êðèñòàëëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêèå â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòû,
ëþäè äîãàäûâàëèñü ñ XVIII âåêà, îñíîâûâàÿñü íà ãåîìåòðèè îãðàíêè ïðèðîäíûõ êðè-
ñòàëëîâ. Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ïîñëóæèëè îïûòû Ëàóý ïî äèôðàêöèè ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé,
î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü â íà÷àëå êóðñà.
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Ðàç ýíåðãèÿ êâàäðàòè÷íà ïî îòêëîíåíèÿì àòîìîâ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
äåéñòâóþùàÿ íà àòîìû ñèëà (ãðàäèåíò ýíåðãèè) ëèíåéíà ïî èõ îòêëîíåíèþ.

Çàïèøåì, äëÿ ïðèìåðà, êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ àòîìîâ îäíî-
ìåðíîé öåïî÷êè ñî âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè:

Mẍj +K(2xj − xj+1 − xj−1) = 0 (4.19)

Çäåñü M � ìàññà àòîìà, K � ìîäóëü æåñòêîñòè. Ìû ó÷ëè, ÷òî âçàèìîäåé-
ñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó àòîìàìè è, ïîýòîìó, â ôîðìóëàõ
ïîÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòü èõ êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò èñêàòü â âèäå ïëîñêîé âîëíû
xj = ei(krj−ωt), ãäå rj = lj � ðàâíîâåñíàÿ êîîðäèíàòà àòîìà (êàê îáû÷íî,
ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ôàêòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îòêëîíåíèé àòîìîâ
ñëåäóåò âçÿòü äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü xj). Ïðÿìàÿ ïîäñòàíîâêà ïðèâîäèò ê
ôîðìóëå äëÿ çàêîíà äèñïåðñèè

ω = 2

√
K

M
sin

kl

2
. (4.20)

Îòìåòèì íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé ýòîãî ðåçóëüòàòà. Âî-ïåðâûõ, êàê ëåãêî
ïðîâåðèòü ðàçëîæåíèåì ñèíóñà â ðÿä Òåéëîðà, çàâèñèìîñòü ω(k) ïðè ìàëûõ
k ëèíåéíà. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â ýòîé ëèíåéíîé çàâèñèìî-
ñòè ω(k → 0) = V k, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè, åñòü ñêîðîñòü çâóêà â
êðèñòàëëå. Äàëåå, õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ÷àñòîò çâóêîâûõ êîëåáàíèé, êàê è
â ñëó÷àå ìîëåêóë, ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì

√
m
M , òàê ÷òî àêó-

ñòè÷åñêèå ÷àñòîòû îêàçûâàþòñÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ àòîìíûì ìàñøòàáîì
÷àñòîòû (ïðàêòè÷åñêè, âåðõíÿÿ ãðàíèèöà ôîíîííîãî ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóåò
ÈÊ-îáëàñòè ñïåêòðà).

Â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ àòîìû äâèæóòñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
òàê ÷òî âìåñòî óðàâíåíèÿ (4.19) âîçíèêàåò ñèñòåìà èç òðåõ ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, âîçíèêàåò òðè âåòâè çàêîíà äèñïåðñèè ôîíîíîâ
ω1(k), ω2(k), ω3(k). Â îáëàñòè ìàëûõ k êàæäàÿ èç íèõ ïîêàçûâàåò ëèíåé-
íîå ïîâåäåíèå.

Ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ ôîíîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, â ïðèíöèïå, íè÷åì
íå îòëè÷àåòñÿ îò çíàêîìîé íàì ïðîöåäóðû äëÿ ôîòîíîâ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ
ñèñòåìà ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòî-
ðîâ � êàæäîìó âîëíîâîìó ÷èñëó k ñîîòâåòñòâóåò îñöèëëÿòîð ñ ñîáñòâåííîé
÷àñòîòîé ω. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå, ñïåêòð òàêîãî îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé h̄ω(k)(n+ 1

2 ). Îòëè÷èå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îò íóëÿ îòðà-
æàåò ïðèñóòñòâèå íóëåâûõ êîëåáàíèé � â ñèëó ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè
àòîìû ðåøåòêè íå íàõîäÿòñÿ òî÷íî â ïîëîæåíèÿõ, îòâå÷àþùèõ ìèíèìóìó
ýíåðãèè ñèñòåìû, à ñëåãêà �ðàçìàçàíû� âáëèçè ýòèõ òî÷åê. Íàïîìíèì, ÷òî
ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ñðåäíÿÿ òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ (ðàçíèöà ìåæäó ñðåä-
íåé ýíåðãèåé ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå è ýíåðãèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ),
çàïàñåííàÿ â îäíîé êîëåáàòåëüíîé ìîäå, ðàâíà

∆Ē =
h̄ω

eh̄ω/kT − 1
. (4.21)

Ïðè ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ h̄ω òåìïåðàòóðàõ îñöèëëÿòîð ñ ýêñïîíåíöèàëüíî
áëèçêîé ê åäèíèöå âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (ñòåïåíü
ñâîáîäû âûìîðîæåíà, òî åñòü ïðàêòè÷åñêè íå äàåò âêëàäà â òåðìîäèíàìèêó
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ñèñòåìû). Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå kT � h̄ω ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ïðèìåðíî
ðàâíà kT � âîñïðîèçâîäèòñÿ êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò.

Íàêîíåö, âàæíî îáñóäèòü âîïðîñ î ïîëíîì êîëè÷åñòâå ôîòîííûõ ìîä.
Âî-ïåðâûõ, èç ôîðìóëû xj = ei(krj−ωt) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà k îïðåäåëåíà ñ
òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π/l16. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ôî-
íîííûõ ìîä âíîâü ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû îäíîìåðíóþ öåïî÷êó è ïîñòó-
ïèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû äåëàëè â ñëó÷àå ôîòîíîâ � ðàññìîòðèì ñèñòå-
ìó áîëüøîé, íî êîíå÷íîé äëèíû L è ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òîãäà, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ k ðàâíû kn = 2πn/L. Ïî-
ñêîëüêó k ôàêòè÷åñêè îïðåäåëåíà íà îòðåçêå (−π/l, π/l] äëèíîé 2π/l, îáùåå
êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé kn îêàçûâàåòñÿ ðàâíî L/l, òî åñòü ÷èñëó
àòîìîâ â öåïî÷êå. Ýòî ëîãè÷íî � ïåðåéäÿ íà ÿçûê ôîíîíîâ, ìû ôàêòè÷å-
ñêè ñäåëàëè çàìåíó ïåðåìåííûõ, íî îáùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû (ðàâíîå
äëÿ íàøåé îäíîìåðíîé ìîäåëè ÷èñëó àòîìîâ) ïðè ýòîì ïîìåíÿòüñÿ íå ìîã-
ëî. Äëÿ ðåàëüíûõ êðèñòàëëîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÷èñëî ñòåïåíåé
ñâîáîäû è, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ôîíîííûõ ìîä, ðàâíî 3N .

4.14 Òåïëîåìêîñòü ôîíîííîãî ãàçà. Ïîíÿòèå î

òåîðèè Äåáàÿ

Êàê è â ñëó÷àå ôîòîíîâ, êâàíòîâûå ýôôåêòû ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà òåð-
ìîäèíàìèêó ôîíîííîãî ãàçà. Òîëüêî, åñëè äëÿ ñâåòà ýêñïåðèìåíòàòîðîì
óäîáíî èçìåðÿòü èíòåíñèâíîñòü, â ñëó÷àå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ïðî-
ùå âñåãî îêàçàëîñü èññëåäîâàòü òåïëîåìêîñòü ñèñòåìû. Â ñëó÷àå èîííûõ
êðèñòàëëîâ, òåïëîåìêîñòü ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåïëîåì-
êîñòüþ ðåøåòî÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî åñòü � òåïëîåìêîñòüþ ôîíîíîâ (â
òåïëîåìêîñòü ìåòàëëîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ çàìåòíûé âêëàä âíîñÿò
òàêæå ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè).

Ñõîäñòâî ñ ôîòîíàìè óñèëèâàåò òîò ôàêò, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíîâ
(ïî êðàéíåé ìåðå, â îáëàñòè ìàëûõ k) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Èìååòñÿ
îäíàêî, è âàæíîå îòëè÷èå � åñëè ôîòîííûå ìîäû ñóùåñòâóþò ïðè ñêîëü
óãîäíî âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, ôîíîííûé ñïåêòð îãðàíè÷åí ñâåðõó � âåäü îáùåå
÷èñëî ôîíîííûõ ìîä ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû àòîìîâ êðèñòàëëà.

Äâóõ îòìå÷åííûõ îáñòîÿòåëüñòâ � ëèíåéíîñòü çàêîíà äèñïåðñèè è èç-
âåñòíîå ñîâîêóïíîå ÷èñëî ôîíîííûõ ìîä � îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ïîñòðîèòü òåîðèþ òåïëîåìêîñòè êðèñòàëëîâ, ïîêàçûâàþùóþ î÷åíü õîðî-
øåå ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì. Ýòî áûëî ñäåëàíî Äåáàåì (P.Debye) â 1912
ãîäó17.

Äåáàé äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèë, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíûì âñþäó, à íå òîëüêî äëÿ îáëàñòè ìàëûõ k. Äàëåå, ÷òîáû
ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî ìîä, îí îáîðâàë çàêîí äèñïåðñèè íåêîòîðûì

16Âåëè÷èíà k íàçûâàåòñÿ êâàçèâîëíîâûì ÷èñëîì, à h̄k � êâàçèèìïóëüñîì ôîíîíà.
Äèàïàçîí ôèçè÷åñêè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êâàçèèìïóëüñà (−πh̄/l, πh̄/l] íàçûâàþò çîíîé
Áðèëëþýíà. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå çîíà Áðèëëþýíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêèé ìíîãîãðàí-
íèê. Ïîäðîáíåå î ïîíÿòèè êâàçèèìïóëüñà ìû ïîãîâîðèì ïðèìåíèòåëüíî ê ñîñòîÿíèÿì
ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå

17Äî Äåáàÿ òåîðèþ òåïëîåìêîñòè êðèñòàëëîâ ïðåäëîæèë Ýéíøòåéí, íî èç-çà íåâåðíîãî
îïèñàíèÿ èì ôîíîííîãî çàêîíà äèñïåðñèè òåîðèÿ Ýéíøòåéíà èìååò òîëüêî èñòîðè÷åñêîå
çíà÷åíèå.
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çíà÷åíèåì ìîäóëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà k = kD, ôàêòè÷åñêè çàìåíèâ, òàêèì îá-
ðàçîì, çîíó Áðèëëþýíà ñôåðîé. Äëÿ ðàññìîòðåííîé íàìè âûøå îäíîìåðíîé
öåïî÷êè kD = π/l; îòâåò äëÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ òîëüêî êîýô-
ôèöèåíòîì � êà÷åñòâåííî, kD ïðîñòî åñòü âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ïîñòîÿííîé
ðåøåòêè. Íåëüçÿ íå îòìåòèòü êðàéíþþ ïðîñòîòó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæå-
íèé.

Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ôîðìóëû, à îãðàíè÷èìñÿ êà÷åñòâåííûì àíàëè-
çîì ïîâåäåíèÿ ìîäåëè Äåáàÿ äëÿ òåìïåðàòóð, âûñîêèõ èëè íèçêèõ ïî ñðàâ-
íåíèþ òåìïåðàòóðîé Äåáàÿ, îïðåäåëåííîé ñîãëàñíî ôîðìóëå kTD = V h̄kD.

Ïðîùå âñåãî ðàññìîòðåòü T � TD. Â ýòîì ñëó÷àå, âåëè÷èíà kT ìíîãî
áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óðîâíÿìè ëþáîé èç èìåþùèõñÿ â ñèñòåìå ôî-
íîííûõ ìîä. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé èç íèõ ïðèìåíèì êëàññè÷åñêèé ðåçóëü-
òàò ∆Ē = kT , ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ðàâíà NkT , òî åñòü òåïëîåìêîñòü
êðèñòàëëà îò òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò

C(T � TD) =
∂Ē

∂T
= const. (4.22)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîòèâîïîëîæíûé ïðåäåë ìàëûõ òåìïåðàòóð, T �
TD. Êà÷åñòâåííî, ôîíîííûå ìîäû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Òå ìîäû,
÷àñòîòà êîòîðûõ ìíîãî áîëüøå kTD/h̄, îêàçûâàþòñÿ âûìîðîæåíû. Òå æå,
÷àñòîòà êîòîðûõ ìíîãî ìåíüøå óêàçàííîé âåëè÷èíû, ïî-ïðåæíåìó ìîãóò
áûòü îïèñàíû êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé ∆Ē = kT . Ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íàÿ îáëàñòü ìîä ñ h̄ω ≈ kT , êîòîðûå è íå âûìîðîæåíû, è íå âå-
äóò ñåáÿ êëàññè÷åñêèì îáðàçîì, íî äëÿ îöåíêè ïðî èõ ñóùåñòâîâàíèå ìîæ-
íî çàáûòü. Îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî ìîä ñ �êëàññè÷åñêîé� òåðìîäèíàìèêîé.
Îíî îïðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì ñôåðû ðàäèóñà kT/V , òî åñòü ïðîïîðöèîíàëüíî
(kT )3. Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ êàæäîé èç ýòèõ ìîä ðàâíà kT , ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñè-
ñòåìû (îòñ÷èòàííàÿ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ) ïðîïîðöèîíàëüíà T 4, òî åñòü

C(T � TD) =
∂∆Ē

∂T
∝ T 3. (4.23)

Äåáàé, ðàçóìååòñÿ, íå îãðàíè÷èëñÿ êà÷åñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àåâ, à óñòàíîâèë ôîðìóëó, îïèñûâàþùóþ ïîâåäåíèå òåïëîåì-
êîñòè â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ýòà ôîðìóëà íåïëîõî îïèñûâàåò ðåàëüíûå ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò âûçâàòü óäèâëåíèå � â
äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíå÷íî, îáå ïîñûëêè òåîðèè Äåáàÿ äàëåêè îò èñòèíû.
Çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíîâ, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà, íå ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì, è çîíà Áðèëëþýíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîãðàííèê, à íå ñôåðó.
Îäíàêî, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ïðåäåëàõ ñäåëàííûå
Äåáàåì ïðåäïîëîæåíèÿ ôàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ. Ðåçóëüòàò â ïðåäåëå
âûñîêèõ òåìïåðàòóð îïèðàåòñÿ òîëüêî íà îáùåå êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâî-
áîäû ñèñòåìû. Â ñëó÷àå æå íèçêèõ òåìïåðàòóð, âêëàä â ðåçóëüòàò äàåò
òîëüêî íà÷àëüíûé (ëèíåéíûé) ó÷àñòîê çàâèñèìîñòè ω(k) � îñòàëüíûå ñòå-
ïåíè ñâîáîäû âûìîðîæåíû, è íè õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ω(k) ïðè h̄ω � kT ,
íè ôîðìà çîíû Áðèëëþýíà íà òåðìîäèíàìèêó ñèñòåìû íå âëèÿþò. Òàêèì
îáðàçîì, Äåáàé ïîñòðîèë èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó, èìåþùóþ äâå çàâå-
äîìî ïðàâèëüíûå àñèìïòîòèêè è �ðàçóìíî� óñòðîåííóþ â ïðîìåæóòî÷íîé
îáëàñòè.
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4.15 Ýëåêòðîí â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Òåî-

ðåìà Áëîõà. Îñíîâû çîííîé òåîðèè

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïîâåäåíèÿ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå è îïðåäåëèì,
êàê âûãëÿäÿò èõ ñòàöèîíàðíûå âîëíîâûå ôóíöèè. Èñïîëüçóåì óæå âñòðå-
÷àâøååñÿ íàì ðàññóæäåíèå: åñëè ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëà ïðè åãî
ñäâèãå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåê-
òðîíà ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìîæåò òîëüêî ìåíÿòü ôàçó (îò êîòîðîé
íàáëþäàåìûå íå çàâèñÿò):

ψ(x+ l) = eiφψ(x). (4.24)

Êàê îáû÷íî, ìû äëÿ ïðîñòîòû ïèøåì ôîðìóëû äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.
Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð ñèñòåìû, îñòàþùåéñÿ íåèçìåííîé ïðè ñäâèãå �

ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû çíàåì, âîëíîâûå ôóíêöèè
ýëåêòðîíîâ èìåþò âèä eipx/h̄, è, ñîîòâåòñòâåííî, φ = pl/h̄. Â ñëó÷àå äâè-
æåíèÿ ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, ëîãè÷íî ââåñòè èìåþùóþ
ðàçìåðíîñòü èìïóëüñà âåëè÷èíó q = h̄φ/l, òàê ÷òîáû ïðåäûäóùåå óðàâíå-
íèå ïðèíÿëî âèä

ψ(x+ l) = eiql/h̄ψ(x). (4.25)

Âåëè÷èíó q íàäûâàþò êâàçèèìóëüñîì.
Âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé îäíîìåðíîé ñèñòåìå êâàçèèìïóëüñ îïðå-

äåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2πh̄/l: äîáàâëåíèå èëè âû÷èòà-
íèå ýòîé âåëè÷èíû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèèþ ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû íà 2πi.
Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ êâàçèèìïóëüñà âñåãäà
ëåæàò íà îòðåçêå (−πh̄/l, πh̄/l]. Â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ðåøåòîê, êâàçèèì-
ïóëüñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, ëåæàùèé â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî ìíîãî-
ãðàííèêà, íàçûâàåìîãî çîíîé Áðèëëþýíà. Ôîðìà çîíû Áðèëëþýíà îïðåäå-
ëÿåòñÿ êîíêðåòíîé ñòðóêòóðîé ðåøåòêè, íî åå îáúåì âî âñåõ ñëó÷àÿõ ðàâåí
(2πh̄)3/V0, ãäå V0 � îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè.

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå (4.25) è îáñóäèì âîïðîñ, êàêèå ôóíêöèè ψ(x) ìîãóò
îáëàäàòü òàêèì ñâîéñòâîì. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîäõîäèò ψ(x) âèäà

ψ(x) = φ(x)eiqx/h̄, (4.26)

ãäå φ(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ïåðèîäè÷íàÿ ñ ïåðèîäîì ðåøåòêè l. Â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì èìåþò âèä (4.26). Ýòî óòâåð-
æäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Áëîõà (F. Bloch).

4.16 Çàêîí äèñïåðñèè. Ðàçðåøåííûå è çàïðå-

ùåííûå çîíû

Äàëüíåéøèé àíàëèç ñâîéñòâ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïåðèîäè÷åñêîì ïî-
òåíöèàëå ïðîâåäåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòîé îäíîìåðíîé ìîäåëè ïåðèîäè-
÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ δ-áàðüåðîâ. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè ðàâíà

∞∑
j=−∞

Wδ(x− jl). (4.27)
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Â êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ ìåæäó δ-áàðüåðàìè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ áåãóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû
ïëîñêèõ âîëí, ôàçû êîòîðûõ íàì áóäåò óäîáíî çàäàòü íà ëåâîì êðàþ ïðî-
ìåæóòêà18:

ψ(jl < x < (j + 1)l) = aje
ip(x−jl)/h̄ + bje

−ip(x−jl)/h̄. (4.28)

Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ïðîìåæóòêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìî-
æåò òîëüêî ìåíÿòü ôàçó (óñëîâèå (4.25)),

aj−1 = aje
−iql/h̄, bj−1 = bje

−iql/h̄ (4.29)

Íà êàæäîì èç δ-áàðüåðîâ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñøèâêè � íåïðå-
ðûâíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè è ñêà÷îê åå ïðîèçâîäíîé íà âåëè÷èíó 2mWψ/h̄2.
Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (4.29), óñëîâèÿ ñøèâêè ïðèíèìàþò âèä

aje
i(p−q)l/h̄ + bje

−i(q+p)l/h̄ = aj + bj

aje
i(p−q)l/h̄ − bje−i(q+p)l/h̄ = aj − bj + 2Wm

ih̄p (aj + bj).
(4.30)

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòîé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû � ðàâåíñòâî íóëþ
åå äåòåðìèíàíòà. Ïðèðàâíèâàÿ äåòåðìèíàíò íóëþ, ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óñëîâèå

cos
pl

h̄
− Wm

ph̄
sin

pl

h̄
= cos

ql

h̄
. (4.31)

Âàæíî ñðàçó îòìåòèòü ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî: íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ p
íåäîñòèæèìû íè ïðè êàêîì q � ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ôóíêöèÿ ìîæåò ïðè-
íèìàòü çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ áîëüøèå åäèíèöû. Ïîñêîëüêó çàêîí äèñïåðñèè

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé E = p2

2m , ýòî îçíà÷àåò âîçíèêíîâåíèå çàïðåùåííûõ
çîí � îòðåçêîâ íà îñè ýíåðãèé, íà êîòîðûõ ñîñòîÿíèÿ íåïåðûâíîãî ñïåêòðà
îòñóòñòâóþò. Ó÷àñòêè æå ñïåêòðà, â êîòîðûõ òàêèå ñîñòîÿíèÿ åñòü, íàçûâà-
þò ðàçðåøåííûìè çîíàìè (èëè, äëÿ óïðîùåíèÿ ÿçûêà, ïðîñòî çîíàìè). Â
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å çàïðåùåííûå çîíû ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì íåíóëå-
âîì W ; îíè �ðîæäàþòñÿ� âáëèçè çíà÷åíèé p, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàùåíèþ
cos qlh̄ ïî ìîäóëþ â åäèíèöó, òî åñòü ïðè

q = ± (π + nπ)
h̄

l
. (4.32)

(ïîæàëóéñòà, ïîñìîòðèòå åùå ðàç íà âûïèñàííûå ôîðìóëû, ïåðå÷èòàéòå
ïîñëåäíèé àáçàö è óáåäèòåñü â ñêàçàííîì ñàìè!).

Åñëè ðåøèòü âûïèñàííîå óðàâíåíèå è ïîñòðîèòü ãðàôèê ýíåðãèè E(p) =
p2

2m , êàê ôóíêöèè q, ïîëó÷èòñÿ ãðàôèê, èìåþùèé âèä ïàðàáîëû E = p2

2m ,
êîòîðàÿ èñêàæåíà è òåðïèò ðàçðûâ âáëèçè ãðàíèö çîíû Áðèëëþýíà, ïîëî-
æåíèå êîòîðûõ êàê ðàç îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.32).

Ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ çàïðåùåííûõ çîí ñâÿçàíû ñ âû-
ïîëíåíèåì òàê íàçûâàåìîãî óñëîâèÿ Áðýããîâñêîãî îòðàæåíèÿ � ïðè äâè-
æåíèè ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå, îí îòðàæàåòñÿ îò êàæäîãî èç áàðüåðîâ, íî

18Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî, íàïðèìåð ïîìåñòèòü â ïîêàçàòåëü x âìåñòî x−jl, òî åñòü îòñ÷èòû-
âàòü ôàçû îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòî ïðèâåäåò òîëüêî ê èçìåíåíèþ ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé
aj , bj è íå ïîâëèÿåò íà ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå ðåçóëüòàòû.
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ïðè óñëîâèè (4.32) îòðàæåííûå âîëíû ñêëàäûâàþòñÿ êîíñòðóêòèâíî, òàê
÷òî îòðàæåíèå îò ðåøåòêè â öåëîì îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì. Â
ðåçóëüòàòå, ðàñïðîñòðàíåíèå îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì, ïîñêîëüêó âîëíà
äå-Áðîéëÿ ïîëíîñòüþ îòðàæàåòñÿ îò ðåøåòêè, è âîçíèêàåò çàïðåùåííàÿ çî-
íà.

0

1

2

3

-1 0 1
ql/h

E

Ðèñ. 4.1: Çàêîí äèñïåðñèè (çàâèñèìîñòü ýíåð-
ãèè îò êâàçèèìïóëüñà), ñîîòâåòñòâóþùèé ïå-
ðèîäè÷åñêîìó íàáîðó δ-áàðüåðîâ.

Êîíå÷íî, ïîñêîëüêó êâà-
çèèìïóëüñ q îïðåäåëåí ñ
òî÷íîñòüþ äî 2π/l, êðèâóþ
çàêîíà äèñïåðñèè ïàðàë-
ëåëüíûìè ïåðåíîñàìè ìîæ-
íî ïîìåñòèòü â ïðåäåëû îá-
ëàñòè (−π/l, π/l] (â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå, â ïðåäå-
ëû çîíû Áðèëëþýíà). Ãðà-
ôèê çàêîíà äèñïåðñèè â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàáîð íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ îòðåçêîâ êðèâûõ, êàæ-
äûé èç êîòîðûõ ëåæèò â
ïðåäåëàõ (−π/l, π/l].

Ïîíÿòèå î ñóùåñòâîâà-
íèè çàïðåùåííûõ çîí ëå-
æèò â îñíîâå çîííîé òåî-
ðèè òâåðäûõ òåë. Âåðíåì-
ñÿ ê ðàññìîòðåííîé îäíî-
ìåðíîé ìîäåëè è âûÿñíèì,
÷åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ðàç-
ëè÷íûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòî-
ÿíèé, ýíåðãèÿ êîòîðûõ ëå-
æèò íèæå ïåðâîé çàïðåùåííîé çîíû.

Êàê ìû óæå çíàåì, äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ñîñòîÿíèé íàäî ââåñòè ðàçìåð
êâàíòîâàíèÿ L è ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè. Ðàññóæäåíèÿ íàïîìèíàþò ðàññìîòðåííûé âûøå ñëó÷àé ôîíîíîâ,
çà èñêëþ÷åíèåì âàæíîé ïîïðàâêè: â îäíîì ñîñòîÿíèè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
äâà ýëåêòðîíà ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè ïðîåêöèÿìè ñïèíà. Îòñþäà ìîæíî çà-
êëþ÷èòü, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ äî ïåðâîé çàïðåùåííîé çîíû çàïîëíåíû, åñëè
íà àòîì ïðèõîäèòñÿ 2 ýëåêòðîíà. Àíàëîãè÷íî, 4 ýëåêòðîíà íà àòîì îçíà÷à-
þò çàïîëíåíèå âñåõ ñîñòîÿíèé âïëîòü äî âòîðîé çàïðåùåííîé çîíû19. Äëÿ
íå÷åòíîãî æå ÷èñëà ýëåêòðîíîâ íà àòîì, îäíà èç çîí îêàçûâàåòñÿ ïîëóçà-
ïîëíåííîé.

Äëÿ òðåõìåðíûõ êðèñòàëëîâ êàðòèíà, ðàçóìååòñÿ, íåñêîëüêî óñëîæíÿåò-
ñÿ, íî êà÷åñòâåííûé âûâîä ñîõðàíÿåòñÿ � â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ýëåêòðîíîâ
â àòîìå, ñóùåñòâóþò êðèñòàëëû ñ ïîëóçàïîëíåííûìè çîíàìè è êðèñòàëëû,
â êîòîðûõ èìåþòñÿ òîëüêî öåëèêîì çàïîëíåííûå è ïóñòûå (âûøåëåæàùèå)
çîíû.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîëóçàïîëíåííûõ çîí ïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì ñêàçû-

19Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôîíîíîâ èç-çà îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, â íàøåì
ðàññìîòðåíèè ïîëó÷èëàñü âñåãî îäíà çîíà. Íåñêîëüêî çîí äëÿ ôîíîíîâ ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè
ðàññìîòðåòü êðèñòàëë ñ íåñêîëüêèìè àòîìàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå. Äëÿ ýëåêòðîíîâ
æå, âî âñÿêîì ñëó÷àå íà óðîâíå ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè, ÷èñëî çîí áåñêîíå÷íî.
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âàåòñÿ íà ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâàõ âåùåñòâ. Èìåííî òàêèå êðèñòàëëû ÿâëÿ-
þòñÿ ìåòàëëàìè � ïîä âîçäåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ïîëÿ ýëåêòðîíû ìîãóò
�ïåðåòåêàòü� ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ïîëóçàïîëíåííîé çîíû, ñîçäàâàÿ ýëåêòðè-
÷åñêèé òîê. Â îòñóòñòâèå æå ïîëóçàïîëíåííûõ çîí òîêà íå âîçíèêàåò.

4.17 Ýëåêòðîíû è äûðêè â ïîëóïðîâîäíèêàõ.

Ýôôåêòèâíàÿ ìàññà

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè, ýëåêòðîíû â êðèñòàëëàõ
çàïîëíÿþò ñîñòîÿíèÿ â ðàçðåøåííûõ çîíàõ âïëîòü äî íåêîòîðîé �ãðàíè÷-
íîé� ýíåðãèè (íàçûâàåìîé ýíåðãèåé Ôåðìè). Åñëè ïðè ýòîì çàïîëíåííûì
îêàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî çîí, âåùåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèýëåêòðèê èëè
ïîëóïðîâîäíèê, åñëè æå èìåþòñÿ çîíû, çàïîëíåííûå ÷àñòè÷íî, ïåðåä íàìè
ìåòàëë.

Ïîëóïðîâîäíèêè îòëè÷àþòñÿ îò äèýëåêòðèêîâ ìåíüøåé øèðèíîé çàïðå-
ùåííîé çîíû, ðàçäåëÿþùåé çàïîëíåííûå è íåçàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ (óñëîâ-
íî ñ÷èòàþò, ÷òî çàïðåùåííàÿ çîíà â ïîëóïðîâîäíèêàõ íå ïðåâûøàåò 3-4
eV) è âîçìîæíîñòüþ íàëè÷èÿ â íèõ íîñèòåëåé çàðÿäà, òî åñòü ýëåêòðîíîâ â
íèæíåé ïî ýíåðãèè íåçàïîëíåííîé çîíå (åå íàçûâàþò âàëåíòíîé çîíîé) èëè
âàêàíñèé (äûðîê) â âåðõíåé çàïîëíåííîé çîíå (çîíå ïðîâîäèìîñòè). Ïîÿâ-
ëåíèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ ìîæåò áûòü ñâÿçàíî êàê ñ íàãðåâîì (â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî ñòàòèñòèêîé Ôåðìè-Äèðàêà), òàê è ñ äîïèðîâàíèåì � äîáàâëåíèåì
ïðèìåñåé, ýëåêòðîíû êîòîðûõ ìîãóò ïîêèäàòü ïðèìåñíûå àòîìû, óõîäÿ â
ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà çîíû ïðîâîäèìîñòè (â ýòîì ñëó÷àå ãîâî-
ðÿò î äîïèðîâàíèè ýëåêòðîíàìè), ëèáî, íàîáîðîò, ñïîñîáíûõ �çàõâàòûâàòü�
ýëåêòðîíû âàëåíòíîé çîíû (äîïèðîâàíèå äûðêàìè). Íàëè÷èå ñâîáîäíûõ íî-
ñèòåëåé çàðÿäà îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïðîòåêàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà20.

Êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà â ïîëóïðîâîäíèêàõ, â çàâèñèìîñòè îò
äîïèðîâàíèÿ è òåìïåðàòóðû, ìîæåò êîëåáàòüñÿ â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäå-
ëàõ � îò ìåíåå ÷åì 1010 äî áîëåå ÷åì 1018 ñì−3. Îäíàêî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ
ýòà âåëè÷èíà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå.
Ïîýòîìó ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ ïîëóïðîâîäíèêîâ ÷àñòî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ýëåêòðîíû çîíû ïðîâîäèìîñòè íàõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà (äíà)
çîíû ïðîâîäèìîñòè, à äûðêè � âáëèçè ìàêñèìóìà (ïîòîëêà) âàëåíòíîé çî-
íû. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò çàäà÷è î íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêå íîñèòåëåé,
êîãäà, íàïðèìåð, ïîä âîçäåéñòâèåì îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, ýëåêòðîíû èëè
äûðêè ìîãóò îêàçàòüñÿ â ëþáîé òî÷êå çîíû. Â îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà çàâè-
ñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèìïóëüñà ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü êâàäðàòè÷íîé

ôîðìóëîé ε = (q−q0)2

2m∗ , ãäå q0 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ìèíèìóìà, à âåëè÷èíó
m∗, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü ìàññû, ïðèíÿòî íàçûâàòü ýôôåêòèâíîé ìàññîé
íîñèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íîñèòåëè â ïîëóïðîâîäíèêàõ
âåäóò ñåáÿ òàê æå, êàê ñâîáîäíûå ÷àñòèöû; ðàçëè÷èå ñâÿçàíî òîëüêî ñ
âåëè÷èíîé ìàññû. Ðàçóìååòñÿ, âåëè÷èíû ýôôåêòèâíîé ìàññû íîñèòåëåé â
ðàçíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ ðàçëè÷àþòñÿ; áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ïîëóïðî-
âîäíèêà ðàçëè÷íû òàêæå çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíîâ è ýô-

20Äèýëåêòðèêè, â ïðèíöèïå, òîæå ìîæíî äîïèðîâàòü, íî ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ
ïðîâîäèìîñòè ýòî íå ïðèâîäèò, ïîñêîëüêó çàðÿäû â íèõ õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàëîé ïîäâèæ-

íîñòüþ è ñêëîííû ê àâòîëîêàëèçàöèè.
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ôåêòèâíîé ìàññû äûðîê. Òèïè÷íî, ýôôåêòèâíàÿ ìàññà íîñèòåëåé ñîñòàâ-
ëÿåò 0.1÷ 1 ìàññû ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.

4.18 Äâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà â ñðåäå ñ ïðî-

èçâîëüíûì çàêîíîì äèñïåðñèè. Ôàçîâàÿ è

ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü

Äëÿ çàäà÷ íåðàâíîâåñíîé äèíàìèêè íîñèòåëåé â ïîëóïðîâîäíèêàõ, à òàê-
æå äëÿ ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ îïèñàíèå â òåðìèíàõ ýôôåêòèâíîé ìàññû
íåïðèìåíèìî. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà ÷àñòèöû, õàðàêòåðèçóåìîé
çàêîíîì äèñïåðñèè ε(q) ïðîèçâîëüíîãî âèäà.

Ðàññìîòðèì, ïðåæäå âñåãî, êëàññè÷åñêèé ïðåäåë: îïðåäåëèì, ñ êàêîé
ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ âîëíîâîé ïàêåò, òî åñòü âîñïðîèçâåäåì âûâîä èç ïåð-
âîé ãëàâû, íî äëÿ ñëó÷àÿ çàêîíà äèñïåðñèè îáùåãî âèäà. Êàê îáû÷íî, äëÿ
ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì. Âîëíîâîé ïàêåò, �ñîáðàííûé�
èç áëîõîâñêèõ âîëí, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò âèä

ψ(x) =

∫
φq(r)e

iqx/h̄e−(q−q0)2/2∆q2

dq. (4.33)

Çäåñü ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà � ïåðèîäè÷åñêàÿ áëîõîâ-
ñêàÿ �íàáèâêà�. Ýâîëþöèÿ êàæäîé èç ïëîñêèõ âîëí îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ, òàê ÷òî äâèæåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà îïèñûâà-
åòñÿ ôîðìóëîé

ψ(x, t) =

∫
φq(r)e

i(qx−ε(q)t)/h̄e−(q−q0)2/2∆q2

dq. (4.34)

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò êëàññè÷åñêèé ïðåäåë, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
âîëíîâîé ïàêåò ñ ìàëîé íåîïðåäåëåííîñòüþ êâàçèèìïóëüñà ∆q. Â ýòîì ñëó-
÷àå, çàêîí äèñïåðñèè ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä âáëèçè q0: ε(q) ≈ ε(q0) +
∂ε
∂q

∣∣∣
q0

(q − q0). Ïîëó÷àåì

ψ(x, t) = e
−i(ε(q0)− ∂ε

∂q |q0q0)t/h̄
∫
φq(r)e

iq(x− ∂ε
∂q |q0 t)/h̄e−(q−q0)2/2∆q2

dq. (4.35)

Ïðåäûíòåãðàëüíûé ìíîæèòåëü âëèÿåò òîëüêî íà èçìåíåíèå ôàçû âîëíî-
âîé ôóíêöèè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè; íà âåëè÷èíû íàáëþäàåìûõ ýòà âåëè÷èíà
âëèÿíèÿ íå îêàçûâàåò. Â ïîäûíòåãðàëüíîì æå âûðàæåíèè êîîðäèíàòà è

âðåìÿ âõîäÿò òîëüêî â êîìáèíàöèè x− ∂ε
∂q

∣∣∣
q0
t, òî åñòü, ñ òî÷íîñòüþ äî ôà-

çû, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèèè âîëíîâîé ïàêåò îñòàåòñÿ íåèçìåííûì

â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ∂ε
∂q

∣∣∣
q0
. Èíûìè ñëîâàìè, â

íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ðàâíà ∂ε
∂q

∣∣∣
q0
.

Ñêîðîñòü ∂ε
∂q íàçûâàþò ãðóïïîâîé. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ

ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé äâèæåíèÿ èìåííî âîëíîâîãî ïàêåòà,
ñîñòàâëåííîãî èç ìíîæåñòâà ïëîñêèõ âîëí. Çàäà÷à îá îäèíî÷íîé ïëîñêîé
âîëíå ψ(x, t) = φq(x)ei(qx−ε(q)t)/h̄ âåëè÷èíû ãðóïïîâîé ñêîðîñòè íå ñîäåð-
æèò; ðàññìàòðèâàÿ ýòó çàäà÷ó, ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ôàçîâóþ ñêîðîñòü
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ε(q)/q, â îáùåì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, îòëè÷àþùóþñÿ îò ãðóïïîâîé. Ýòà âåëè-
÷èíà îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äâèæåíèÿ �ãîðáîâ� ñèíóñà â äåéñòâèòåëüíîé è
ìíèìîé ÷àñòÿõ âîëíîâîé ôóíêöèè; îäíàêî, ñ ýòîé ñêîðîñòüþ íå ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ ÷òî-ëèáî ìàòåðèàëüíîå (ìàññà ëèáî ýíåðãèÿ).

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ñóùåñòâåííûì, åñëè îá-
ðàòèòüñÿ ê âîïðîñó î ðàñïðîñòðàíèè ôîòîíîâ â ñðåäàõ ñ çàâèñÿùèì îò ÷à-
ñòîòû ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n(ω). Çàäà÷à âïîëíå àíàëîãè÷íà ðàññìîò-
ðåííîé âûøå: ôàçîâàÿ ñêîðîñòü (ñêîðîñòü äâèæåíèÿ �ãðåáíåé� ñèíóñà â ìî-
íîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå) ðàâíà c/n(ω), à ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü (ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà), ñîîòâåòñòâåííî, ∂

∂ω
ωc
n(ω) = c

n(ω) −
c

n2(ω)
∂n
∂ω .

Â íåêîòîðûõ ñðåäàõ, íàïðèìåð, â ïëàçìå, â îïðåäåëåííîì ÷àñòîòíîì äèà-
ïàçîíå n(ω) < 1, òî åñòü ôàçîâàÿ ñêîðîñòü îïòè÷åñêîé âîëíû íà ýòèõ ÷àñòî-
òàõ ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòà. Ýòî íàõîäèòñÿ â êàæóùåìñÿ ïðîòèâîðå÷èè
ñ âûâîäàìè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñòèòåëüíîñòè. Îäíàêî, ðàçóìååòñÿ, íà
ñàìîì äåëå íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ íåò. Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè çàïðåùàåò
ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè ñî ñêîðîñòüþ, ïðåâûøàþùåé ñâåòîâóþ (â ýòîì ñëó-
÷àå, íàøëàñü áû ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé ñëåäñòâèå ïðîèñõîäèò ðàíü-
øå ïðè÷èíû). Íî áåãóùàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà íèêàêîé èíôîðìàöèè
íå ïåðåäàåò: äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè íåîáõîäèì èìïóëüñ (âîëíîâîé ïà-
êåò)21. Ãðóïïîâàÿ æå ñêîðîñòü, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíîâûõ ïàêåòîâ, âî âñåõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå ñâåòîâîé.

4.19 Ðàçìåðíîå êâàíòîâàíèå. Ïîíÿòèå î íàíî-

ñòðóêòóðàõ

Ðàññìîòðåííîå âûøå îïèñàíèå ýëåêòðîíîâ êàê âîëíîâûõ ïàêåòîâ ÿâëÿåòñÿ
ïîëóêëàññè÷åñêèì: êâàíòîâàÿ ïðèðîäà ýëåêòðîíà ôàêòè÷åñêè ïðîÿâëÿåòñÿ
òîëüêî â ôîðìå çàêîíà äèñïåðñèè, â îñòàëüíîì æå âîëíîâîé ïàêåò âåäåò
ñåáÿ êàê êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìû, â êîòîðûõ
ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè ïðîÿâëÿþò êâàíòîâûå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííûì îá-
ðàçîì.

ßðêèì ïðèìåðîì òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íàíîñòðóêòóðû � òâåðäîòåëü-
íûå ñèñòåìû ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ïîðÿäêà íàíîìåòðîâ. Èçâåñòíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî òèïîâ íàíîñòðóêòóð. Íàíî÷àñòèöû, â ñîîòâåòñòâèè ñ
íàçâàíèåì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èçîëèðîâàííûå ÷àñòèöû íàíîìåòðîâîãî ðàç-
ìåðà. Êâàíòîâûìè òî÷êàìè íàçûâàþò �îñòðîâêè�, ñîñòîÿùèå èç ìàòåðèàëà
ñ ìåíüøåé âåëè÷èíîé çàïðåùåííîé çîíû, â ìàòåðèàëå ñ áîëüøåé çàïðåùåí-
íîé çîíîé (ñèñòåìû ñ îáðàòíûì ñîîòíîøåíèåì çàïðåùåííûõ çîí íàçûâàþò
êâàíòîâûìè àíòèòî÷êàìè). Àíàëîãè÷íûå ñèñòåìû, ðàçìåðû êîòîðûõ â îä-
íîì íàïðàâëåíèè çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â äâóõ äðóãèõ, íàçûâàþò êâàí-
òîâûìè ïðîâîëîêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäêà íàíîìåòðà äîëæíà áûòü �òîë-
ùèíà� ïðîâîëîêè. Ñëîé íàíîìåòðîâîé òîëùèíû ñ çàïðåùåííîé çîíîé, áîëåå
óçêîé, ÷åì â îêðóæàþùåì âåùåñòâå, íàçûâàþò êâàíòîâîé ÿìîé, à ñèñòåìó
÷åðåäóþùèõñÿ ñëîåâ � ñâåðõðåøåòêîé.

Íàíîñòðóêòóðû ïîëó÷àþò ïðè ïîìîùè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãèé, âêëþ÷àÿ
õèìè÷åñêèé ñèíòåç è äàæå áèîëîãè÷åñêèå ìåòîäû. Îòäåëüíîãî óïîìèíà-

21Ëèáî ïåðåìåííàÿ âî âðåìåíè ìîäóëÿöèÿ ñâåòîâîé âîëíû, êîòîðàÿ òàêæå ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ñ ãðóïïîâîé, à íå ôàçîâîé ñêîðîñòüþ.
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íèÿ çàñëóæèâàåò òåõíîëîãèÿ âûðàùèâàíèÿ ýïèòàêñèàëüíûõ ïîëóïðîâîä-
íèêîâûõ íàíîñòðóêòóð. Òàêèå ñòðóêòóðû èçãîòàâëèâàþò èç äâóõ èëè áîëåå
ïîëóïðîâîäíèêîâ, èìåþùèõ áëèçêèå ïåðèîäû ðåøåòêè (íàïðèìåð, GaAs è
AlAs). Òåðìèí �ýïèòàêñèàëüíûå� îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî âåùå-
ñòâà ê äðóãîìó êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà íå íàðóøàåòñÿ. Òî åñòü, ñ òî÷êè
çðåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ýëåêòðîíà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå â ðàç-
íûõ ÷àñòÿõ òàêîé ñòðóêòóðû ðàçëè÷àåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíà ïåðèîäè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà, ïðè ýòîì íà ãðàíèöå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè îòñóòñòâóþò
äåôåêòû, âñÿêîãî ðîäà ñêà÷êè ïîòåíöèàëà è ò.ï.

Íàíîñòðóêòóðû ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ìîäåëè, âêëþ-
÷àþùèå äâèæåíèå â ïðÿìîóãîëüíîì ïîòåíöèàëå. Ïðè ýòîì, âîçíèêàåò èåðàð-
õèÿ ìàñøòàáîâ: èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà â ïðåäåëàõ ïåðèîäà ðåøåòêè îòâåò-
ñòâåííî çà ôîðìèðîâàíèå çàêîíà äèñïåðñèè è ýôôåêòèâíîé ìàññû íîñèòå-
ëåé, è íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà íàíîìåòðîâ ÷àñòèöà ñ çàäàííîé ýôôåêòèâíîé
ìàññîé äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå, îïðåäåëÿåìîì ãåîìåòðèåé íàíîñòðóêòóðû.
Íàíî÷àñòèöû, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ìàòåðèàëà, ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ìî-
ãóò áûòü îïèñàíû ìîäåëüþ ãëóáîêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, à ýïèòàêñèàëüíûå
íàíîñòðóêòóðû � ïîòåíöèàëüíîé ÿìû êîíå÷íîé ãëóáèíû. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ,
âîçíèêàåò äèñêðåòíûé ñïåêòð, ïðè÷åì ïîëîæåíèå óðîâíåé îïðåäåëÿåòñÿ, â
÷èñëå ïðî÷åãî, ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò
î ðàçìåðíîì êâàíòîâàíèè.

Ðàçóìååòñÿ, â ñëó÷àå êâàíòîâûõ ïðîâîëîê è ÿì ýôôåêòû ðàçìåðíîãî
êâàíòîâàíèÿ îïðåäåëÿþò òîëüêî äâèæåíèå ýëåêòðîíà âäîëü íàïðàâëåíèé, â
êîòîðûõ ýòè ñòðóêòóðû èìåþò íàíîìåòðîâûå ðàçìåðû. Â äðóãèõ íàïðàâëå-
íèÿõ ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ñâîáîäíî, òàê ÷òî, íàïðèìåð, ñïåêòð ýëåêòðîííî-

ãî äâèæåíèÿ â êâàíòîâîé ÿìå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé En +
q2
||

2m∗ , ãäå En �
äèñêðåòíûå óðîâíè äëÿ äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñ-
êîñòè ÿìû, à q|| � âåêòîð, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè ÿìû. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
êâàíòîâûå ÿìû ÷àñòî íàçûâàþò êâàçèäâóìåðíûìè ñèñòåìàìè, à êâàíòîâûå
ïðîâîëîêè � êâàçèîäíîìåðíûìè22.

4.20 Ïîíÿòèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Ñòàòèñòè-

êè Áîçå-Ýéíøòåéíà è Ôåðìè-Äèðàêà

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñòàòèñòèêå àíñàìáëåé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Ïîíÿòèå
�òîæäåñòâåííûõ� ÷àñòèö â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ôèçèêå ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷àåòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷èìûìè
� â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû âñåãäà ìîæíî ïðîíó-
ìåðîâàòü (�ïîâåñèòü êàæäóþ èç íèõ áèðêó ñ íîìåðîì�), è çàòåì ñëåäèòü çà
òðàåêòîðèåé êàæäîé èç íèõ â õîäå ýâîëþöèè ñèñòåìû. Â êâàíòîâîé ôèçèêå
ñèòóàöèÿ â êîðíå äðóãàÿ, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ó ÷àñòèö â ñèëó ïðèíöè-
ïà íåîïðåäåëåííîñòè íåò ÷åòêèõ òðàåêòîðèé23. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî åñëè ðå÷ü

22Îò ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû çàâèñèò âèä ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé âáëèçè ãðàíèöû ðàçðå-
øåííîé çîíû. Èìåííî, â êâàçèîäíîìåðíîé ñèñòåìå ñ êâàäðàòè÷íûì çàêîíîì äèñïåðñèè
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ìåíÿåòñÿ êàê θ(E)/

√
E, â êâàçèäâóìåðíîé θ(E), â òðåõìåðíîé � êàê

θ(E)
√
E, ãäå E � ýíåðãèÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ãðàíèöû çîíû, θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Â

êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ïîïðîáóéòå ïðîâåðèòü ýòè ôîðìóëû ñàìè.
23Åñëè âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèö â òå÷åíèå ýêñïåðèìåíòà íå ïåðåêðûâàþòñÿ, âîïðîñ îá

èõ íåðàçëè÷èìîñòè íå âàæåí � âû÷èñëåíèÿ äëÿ �ðàçëè÷èìûõ� è �íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö�
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èäåò îá îäèíàêîâûõ ÷àñòèöàõ (íàïðèìåð, î ôîòîíàõ èëè îá ýëåêòðîíàõ),
îíè îêàçûâàþòñÿ íåðàçëè÷èìû: áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î íàëè÷èè �ýëåê-
òðîíà íîìåð 1 â òî÷êå r1 è ýëåêòðîíà íîìåð 2 â òî÷êå r2�, ìîæíî òîëüêî
óòâåðæäàòü, ÷òî â êàæäîé èç óêàçàííûõ òî÷åê åñòü ïî îäíîìó ýëåêòðîíó.

Íåðàçëè÷èìîñòü òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, êàê è óæå èçâåñòíûé íàì çà-
ïðåò Ïàóëè � ýòî ïðèíöèï, òî åñòü âûâîä ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èç äðóãèõ èç-
âåñòíûõ ôîðìóë íåâîçìîæåí, îäíàêî, åãî âåðíîñòü ïîäòâåðæäàåòñÿ îãðîì-
íûì íàáîðîì èìåþùåéñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè. Â áîëåå ïîäðîá-
íîì êóðñå êâàíòîâîé òåîðèè ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè òîæäåñòâåííûõ ÷à-
ñòèö è ïðèíöèï Ïàóëè íàõîäÿò îïðåäåëåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæåíèå24.

Äîâîëüíî ïðîñòî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòàòèñòèêà ñèñòåì ñ ðàçëè÷èìûìè è
íåðàçëè÷èìûìè ÷àñòèöàìè ðàçëè÷àþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè èìåþòñÿ äâà ýëåê-
òðîíà è äâà âîçìîæíûõ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèÿ, ñèñòåìà â öåëîì, â
ñèëó çàïðåòà Ïàóëè, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â åäèíñòâåííîé êîíôèãóðàöèè - ïî
îäíîìó ýëåêòðîíó â êàæäîì èç ñîñòîÿíèé. Åñëè áû ýëåêòðîíû áûëè ðàç-
ëè÷èìûìè, èìåëîñü áû äâå êîíôèãóðàöèè ïåðâûé ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè 1,
âòîðîé ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè 2, è íàîáîðîò � âòîðîé ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè
1, ïåðâûé � â ñîñòîÿíèè 2. Òî÷íî òàêèÿ æå ñèòóàöèÿ ñ áîçîíàìè � äëÿ äâóõ
íåðàçëè÷èìûõ áîçîíîâ ÷èñëî êîíôèãóðàöèé ðàâíî 3, äëÿ ðàçëè÷èìûõ � 4
(ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî!)25. Êàê âû çíàåòå, âûâîä îäíîãî èç îñíîâ-
íûõ çàêîíîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö � ðàñïðåäåëåíèÿ
Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà � îñíîâàí íà ïîäñ÷åòå ÷èñëà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, èìå-
þùèõ çàäàííóþ ýíåðãèþ. Ó÷åò íåðàçëè÷èìîñòè ÷àñòèö, êàê ìû óáåäèëèñü,
òðåáóåò ìîäèôèêàöèè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ñòàòèñòèêà òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ äðóãè-
ìè âûðàæåíèÿìè, êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà è
ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå-Ýéíøòåéíà. Ïåðâîå èç íèõ îïèñûâàåò ñòàòèñòèêó ÷à-
ñòèö ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì (ôåðìèîíîâ), âòîðîå � ñòàòèñòèêó ÷àñòèö ñ öåëûì
ñïèíîì (áîçîíîâ). Òîìó, ÷òî ôîðìóëû äëÿ áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ ðàçíûå,
óäèâëÿòüñÿ íå ïðèõîäèòñÿ � íàëè÷èå ïðèíöèïà Ïàóëè, åñòåñòâåííî, âëèÿåò
íà ñòàòèñòèêó ïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì.

Èñòîðè÷åñêè, ïåðâîé ïîÿâèëàñü ñòàòèñòèêà Áîçå-Ýéíøòåéíà. Â òî âðå-
ìÿ íèêîìó íå èçâåñòíûé èíäèéñêèé ôèçèê Áîçå çàíèìàëñÿ âîïðîñîì ôîð-
ìàëüíîãî âûâîäà ôîðìóëû Ïëàíêà èç ñòàò. ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè
îïèñûâàòü ãàç ôîòîíîâ ïîñðåäñòâîì ðàñïåðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà,
ôîðìóëó Ïëàíêà ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Áîçå ïîíÿë, ÷òî èñêîìûå âûðàæåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ôîòîíû íåðàçëè÷èìû, è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàòü ôîðìóëó äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñâîè ðåçóëüòà-
òû îí èçëîæèë â ïèñüìå, îòïðàâëåííîì Ýéíøòåéíó ñ ïðîñüáîé ðåêîìåíäî-
âàòü èõ äëÿ ïóáëèêàöèè â îäíîì èç ôèçè÷åñêèõ æóðíàëîâ. Ýéíøòåéí áûë
íàñòîëüêî âîîäóøåâëåí ðåçóëüòàòîì Áîçå, ÷òî âçÿë íà ñåáÿ òðóä ïåðåâåñòè

ïðèâîäÿò ê îäíèì è òåì æå ðåçóëüòàòàì.
24Ðå÷ü èäåò î ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè ìíîãî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè è î âîç-

ìîæíîñòè ââåñòè àïïàðàò âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.
25Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè êîíôèãóðàöèè ðàâíîâåðîÿòíû, òî äëÿ ñèñòåìû �äâå

÷àñòèöû, äâà ñîñòîÿíèÿ� âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü äâå êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèöû â îäíîì è
òîì æå ñîñòîÿíèè îêàçûâàåòñÿ ðàâíà 1/2, à äâà áîçîíà � 2/3 (ïðîâåðüòå!). Òîò ôàêò,
÷òî äëÿ òîæäåñòâåííûõ áîçîíîâ âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü ìíîãî áîçîíîâ â îäíîì ñîñòîÿíèè
áîëüøå, ÷åì äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, èíîãäà èíòåðïðåòèðóþò êàê �ñòðåìëåíèå áîçî-
íîâ îêàçàòüñÿ â îäèíàêîâîì ñîñòîÿíèè�. Òàêîå �ñòðåìëåíèå� â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàê ìû
âèäèì, èìååò ÷èñòî êîìáèíàòîðíóþ ïðèðîäó.
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ïðèñëàííûé òåêñò íà íåìåöêèé ÿçûê, áûâøèé â òî âðåìÿ îñíîâíûì äëÿ
ôèçè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà, è îòïðàâèë ñòàòüþ â âåäóùèé â òî âðåìÿ ôèçè÷å-
ñêèé æóðíàë Zeitschrift fur Physik. Â äàëüíåéøåì, Ýéíøòåéí îïóáëèêîâàë
íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ðàáîò ïî ýòîé òåìå.

Äëÿ âûâîäà ðàñïðåäåëåíèé Áîçå-Ýéíøòåéíà è Ôåðìè-Äèðàêà ïðîùå âñå-
ãî ðàññìîòðåòü ñòàòèñòèêó îäíîãî ñîñòîÿíèÿ j, ïîïàâ íà êîòîðîå ÷àñòèöû
ïðèîáðåòàþò ýíåðãèþ εj è êîòîðîå ìîæåò îáìåíèâàòüñÿ ÷àñòèöàìè ñ ñî-
äåðæàùèì áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ðåçåðâóàðîì 26 (òåðìîñòàòîì). Íà
òî, ÷òîáû óäàëèòü ÷àñòèöó èç òåðìîñòàòà, òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ ýíåðãèÿ,
êîòîðóþ íàçûâàþò õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì è òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþò
ñèìâîëîì µ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåùåíèå îäíîé ÷àñòèöû èç òåðìîñòàòà â
ñîñòîÿíèå j ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû íà âåëè-
÷èíó εj−µ, à ïåðåìåùåíèå n ÷àñòèö � ñîîòâåòñòâåííî, íà âåëè÷èíó n(εj−µ).
Äëÿ çàäàííîé òåìïåðàòóðû âåðîÿíîñòü îáíàðóæèòü â ðàññìàòðèâàåìîì ñî-
ñòîÿíèè n, ñîîòâåòñòâåííî,

pj(n) = Z−1
j exp

(
−n(εj − µ)

kT

)
,

ãäå Zj îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∑
n pj(n) = 1.

Â ñëó÷àå ôåðìèîíîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè âîçìîæíî âñå-
ãî äâà ñîñòîÿíèÿ, n = 0 è n = 1. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ Zj = 1 +

exp
(
− εj−µkT

)
è, ñîîòâåòñòâåííî 27, pj(0) =

(
1 + exp

(
− εj−µkT

))−1

, pj(1) =(
1 + exp

(
εj−µ
kT

))−1

. Ñðåäíåå ÷èñëî ôåðìèîíîâ â ñîñòîÿíèè< nj >=
∑
n npj(n)

î÷åâèäíûì îáðàçîì ñîâïàäàåò ñ pj(1), òàê ÷òî

< nj >Fermi=
1

exp
(
εj−µ
kT + 1

) . (4.36)

Âûïèñàííûå âûðàæåíèÿ è îïðåäåëÿþò ñòàòèñòèêó Ôåðìè-Äèðàêà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé áîçîíîâ. ×èñëî áîçå-÷àñòèö â çàäàííîì ñîñòî-

ÿíèè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Zj ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ
ñóììèðîâàíèÿ ãåîìåòðè÷åêîé ïðîãðåññèè. Âñå âû÷èñëåíèÿ âïîëíå àíàëî-
ãè÷íû òåì, êîòîðûå ìû ïðîèçâîäèëè ïðè ðàñ÷åòå òåðìîäèíàìèêè ãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîëó÷àåòñÿ Zj =
(

1− exp
(
− εj−µkT

))−1

, è ðàñ÷åò

ïî ôîðìóëå < nj >=
∑
n npj(n) = − ∂ lnZn

∂((εj−µ)/kT ) äëÿ ñòàòèñòèêè Áîçå-

Ýéíøòåéíà äàåò

< nj >Bose=
1

exp
(
εj−µ
kT

)
− 1

. (4.37)

Îòäåëüíîãî àíàëèçà çàñëóæèâàåò ñëó÷àé ìàëîãî, ïî ñðàâíåíèþ ñ åäè-
íèöåé, < nj >. Â ýòîì ñëó÷àå, ñ ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, â ñîñòîÿíèè
j ÷àñòèö íåò, ñ íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ â íåì íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà, à

26Òî åñòü, ðå÷ü èäåò î âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ïî áîëüøîìó êàíîíè÷åñêîìó àíñàìáëþ.
27Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî pj(0) è pj(1) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ïåðåä εj − µ.

Ñìåíà çíàêà ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ äûðîê, ïðè ýòîì
pj(0) ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ äûðêè â ñîñòîÿíèè j, à pj(1) � îòñóòñòâèþ.
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âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü äâå èëè áîëüøå ÷àñòèöû (â ñëó÷àå áîçîíîâ) ïðåíå-
áðåæèìî ìàëà. Ôèçè÷åñêàÿ ðàçíèöà ìåæäó áîçîíàìè, ôåðìèîíàìè è êëàñ-
ñè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè ïðè ýòîì äîëæíà ïðîïàäàòü, ïîñêîëüêó êàê ïðèíöèï
Ïàóëè, òàê è íåðàçëè÷èìîñòü ÷àñòèö î÷åâèäíûì îáðàçîì âàæíû òîëüêî äëÿ
ñòàòèñòèêè êîíôèãóðàöèé, âêëþ÷àþùèõ áîëåå îäíîé ÷àñòèöû. È äåéñòâè-
òåëüíî, êàê äëÿ áîçîíîâ, òàê è äëÿ ôåðìèîíîâ, ñëó÷àé < nj >� 1 ñîîò-
âåòñòâóåò âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü åäèíèöåé â çíàìåíàòåëå ïî ñðàâíåíèþ ñ
ýêñïîíåíòîé, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà, íîñÿùàÿ íàçâàíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà:

< nj ><nj>�1= exp

(
−εj − µ

kT

)
. (4.38)

4.21 Ïîíÿòèå î Áîçå-Ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåí-

ñàöèè

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Áîçå-Ýéíøòåéíà íåñêîëüêî áîëåå ïîäðîáíî. Ïðåæ-
äå âñåãî, ïîñêîëüêó ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â êàêîì-ëèáî ñîñòîÿíèè íå ìîæåò
áûòü îòðèöàòåëüíûì, èç ôîðìóëû (??) õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ýíåðãèè óðîâíåé εi. Â òî æå âðå-
ìÿ, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ îí îêàçûâàåòñÿ â òî÷-
íîñòè ðàâíûì ìèíèìàëüíîìó εi. Ôîðìàëüíî, ýòî ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî
áîëüøîìó ÷èñëó ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäå. Ôàêòè÷åñêè, ðå÷ü èäåò
î ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîì, òî åñòü, ñðàâíèìîì ñ ÷èñëîì Àâîãàäðî, ÷èñëå
÷àñòèö ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñëó÷àé ìàêðîñêîïè÷åñêè áîëüøîãî ÷èñ-
ëà çàïîëíåíèÿ äëÿ îäíîé èç ìîä ñèñòåìû íàçûâàþò áîçå-ýéíøòåéíîâñêîé
êîíäåíñàöèåé.

Äëÿ ðåàëèçàöèè áîçå-ýíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñ-
ëî ÷àñòèö â ñèñòåìå áûëî îïðåäåëåííûì. Òî åñòü, íàïðèìåð, ãàç ôîòîíîâ â
ïîëîñòè íå ïîäõîäèò � ôîòîíû ðîæäàþòñÿ è èñ÷åçàþò ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ñî ñòåíêàìè ïîëîñòè. Êðîìå òîãî, ïîíÿòèå ôîòîíà ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé íå
îïðåäåëåíî. Ãîäèòñÿ æå, â ÷àñòíîñòè, àíñàìáëü òîæäåñòâåííûõ àòîìîâ, îá-
ëàäàþùèõ öåëî÷èñëåííûìè ñïèíàìè.

Â ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî ÷àñòèö çàäàíî, ñóùåñòâîâàíèå êîíäåíñàòà ñëåäóåò
èç àðãóìåíòà, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííîãî Ýéíøòåéíîì. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðû. Òîãäà âñå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîëîæèòåëüíûì εi − µ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Áîçå-Ýéíøòåéíà, îêàçûâàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû. Ïîñêîëüêó, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñóììà ÷èñåë çàïîëíåíèÿ äëÿ âñåõ ìîä åñòü ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö
â ñèñòåìå, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî áîëüøèíñòâî ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé, äëÿ êîòîðîãî εi = µ.

Ðåàëüíûå ñèñòåìû îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ïðåæäå âñåãî
âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì. Èç-çà ýòîãî, áîçå-ýéíøòåíîâñêàÿ
êîíäåíñàöèÿ èìååò ìåñòî äàëåêî íå äëÿ âñåõ ñèñòåì. Òåì íå ìåíåå, ðåàëè-
çîâàòü åå óäàåòñÿ, è ýòî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíî ââèäó íåîáû÷-
íûõ ñâîéñòâ êîíäåíñàòà. Èõ àíàëèç è îïèñàíèå âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè
íàøåãî êóðñà. Òåì íå ìåíåå, íåëüçÿ íå óïîìÿíóòü, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ êîíäåíñàò îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñâåðõòåêó÷åñòè, òî åñòü îí ñïîñîáåí
äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ. Ñâîéñòâî ñâåðõòåêó÷åñòè áûëî âïåðâûå îáíàðóæåíî ó
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æèäêîãî ãåëèÿ (Ï.Ë.Êàïèöà, 1938) è îáúÿñíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâ-
ëåíèé î áîçå-ýéíøòåéíîâñêîì êîíäåíñàòå àòîìîâ He4 (Ë.Ä.Ëàíäàó, 1939). Ñ
áîçå-ýéíøòåéíîâñêîé êîíäåíñàöèåé îñîáûõ êâàçè÷àñòèö � êóïåðîâñêèõ ïàð �
ñâÿçàíî øèðîêî èçâåñòíîå ÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ,
àêòèâíî èññëåäîâàëñÿ êîíäåíñàò, îáðàçóþùèéñÿ â ãàçå àòîìîâ ùåëî÷íûõ
ìåòàëëîâ, îõëàæäåííîì äî ñâåðõíèçêèõ (ñîòíè íàíîêåëüâèíîâ) òåìïåðàòóð.

4.22 Ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà â âûðîæ-

äåííîì ñëó÷àå

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà. Â
ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû (??) íå âûòåêàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âåëè÷è-
íó õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � ÷èñëà çàïîëíåíèÿ â ëþáîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé íóëåâîé (î÷åíü ìàëîé) òåìïåðàòóðû. Ïðè
ýòîì, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà ïåðåõîäèò â
ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ, òàê ÷òî âîñïðîèçâîäèòñÿ îæèäàåìàÿ êàðòèíà: ÷èñëà
çàïîëíåíèÿ ðàâíû åäèíèöå äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé, ìåíüøåé çíà÷åíèÿ
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è íóëþ � äëÿ ñîñòîÿíèé, ëåæàùèõ âûøå. Çíà÷åíèå
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëíûì ÷èñëîì ÷àñòèö â ñèñòåìå.

Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû,ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ ðàçìûâàåòñÿ � â îá-
ëàñòè ñ øèðèíîé ïîðÿäêà kT ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îò-
ëè÷àþòñÿ îò íóëÿ è åäèíèöû. Ãàç ôåðìèîíîâ íàçûâàþò âûðîæäåííûì, åñ-
ëè âåëè÷èíà kT ìíîãî ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, òî
åñòü, åñëè îáëàñòü ðàçìûòèÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè õàðàêòåðíûìè
ìàñøòàáàìè íà øêàëå ýíåðãèé. Âûðîæäåííûì, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ãàç
ýëåêòðîíîâ ìåòàëëîâ ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå � �êîìíàòíàÿ� âåëè÷èíà
kT ≈ 0.03eV ìíîãî ìåíüøå �òâåðäîòåëüíûõ� ìàñøòàáîâ (åäèíèöû ýëåêòðîí-
âîëüò).

Åñëè âáëèçè µ ñèñòåìà îáëàäàåò íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì (ýòî âåðíî, íà-
ïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîíîâ ìåòàëëîâ), òî â îáëàñòè ñ øèðèíîé ïîðÿäêà kT
âûðîæäåííîãî ôåðìè-ãàçà íàõîäèòñÿ ∝ A(µ)kTL3 ÷àñòèö, ãäå L3 � îáúåì
ñèñòåìû, à A(µ) � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, òî åñòü ÷èñëî ñîñòîÿíèé íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû, îòíåñåííîå ê îáúåìó ñèñòåìû, â ýëåìåíòàðíîì
èíòåðâàëå ýíåðãèé (ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ ýòîé âåëè÷èíîé, êîãäà ðàññìàò-
ðèâàëè êîëè÷åñòâî ôîòîííûõ ìîä â çàäàííîì ñïåêòðàëüíîì èíòåðâàëå).

Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, íàïðèìåð, êàê ýíåðãèÿ òàêîé ñèñòåìû çàâèñèò îò
òåìïåðàòóðû. Â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷åòà âîçüìåì ýíåðãèþ ïðè òåìïåðàòóðå,
ðàâíîé íóëþ. Òîãäà ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ äëÿ ñèñòåìû êîíå÷íîé òåìïåðàòóðû
ðàâíà

E−E0 =
∑
j

εj(< nj(T ) > −nj(T = 0)) = L3

∫
εA(ε)(< nε(T ) > −nε(T = 0))dε.

(4.39)
Äëÿ âûðîæäåííîé ñèñòåìû A(ε) ìîæíî çàìåíèòü íà A(µ) è âûíåñòè çà
çíàê èíòåãðàëà. Èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè � îáëàñòü ε > µ è
ε < µ. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ èç íèõ; â íåé nε(T = 0) = 0 è ìû ïîëó÷àåì∫∞

0
ε

1+eε/kT
dε = (kT )2

∫∞
0

x
1+ex dx. Òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà íàì íå î÷åíü
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âàæíî � ýòî íåêîòîðûé ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò28. Äëÿ îáëàñòè ε < µ (ïðî-
âåðüòå!) îòâåò ïîëó÷àåòñÿ òî÷íî òàêèì æå. Òàêèì îáðàçîì,

E − E0 ∝ (kT )2A(µ)L3. (4.40)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçàííàÿ ñ ýëåêòðîíàìè ïðîâîäèìîñòè
ñîñòàâëÿþùàÿ òåïëîåìêîñòè ìåòàëëîâ ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû:
dE
dT ∝ kT .

28Èíòåãðàë, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî � ïîëó÷àåòñÿ π2

12
.
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Ãëàâà 5

Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîíèêà
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5.1 ÓðàâíåíèåØðåäèíãåðà ñ ïåðåìåííûì âíåø-

íèì ïîëåì. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîíèêà � íàóêà î âçàèìîäåéñòâèè êâàíòîâûõ îáúåêòîâ è
âíåøíèõ ïîëåé. Â ðàìêàõ êóðñà íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïåðåõîäû ìåæäó
óðîâíÿìè àòîìîâ è ìîëåêóë, ïðîèñõîäÿùèå ñïîíòàííî èëè ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ÷àñòî âûñòóïàåò ïîëå
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñèñòåìó (íàïðèìåð, àòîì), íà êîòîðóþ äåéñòâóåò
âíåøíåå ïîëå, ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè. Óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà èìååò âèä

ih̄
∂

∂t
ψ = Ĥψ + V̂ (t)ψ, (5.1)

ãäå Ĥ � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ, à V̂ (t) � îïå-
ðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì. Îïðåäåëèì âèä îïåðàòîðà V̂ (t) äëÿ ýëåê-
òðîíà àòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E(t) ñâåòîâîé
âîëíû. Ïîñêîëüêó äëèíà ñâåòîâîé âîëíû ìíîãî áîëüøå ðàçìåðîâ àòîìîâ
(íàïîìíèì, îòíîøåíèå ýòèõ âåëè÷èí ïî ïîðÿäêó îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû), ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îïòè÷åñêîé âîëíû íà
ìàñøòàáàõ àòîìà ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì. Îïåðàòîð
âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü ôàêòè÷åñêè îïåðàòîð ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëå
âíåøíåãî ïîëÿ, òî åñòü

V̂ (t) = −eE(t)x̂, (5.2)

ãäå ïîëå E ìû ñ÷èòàåì íàïðàâëåííûì âäîëü îñè x. Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé
âîëíû

E(t) = Ee−iωt + E∗eiωt. (5.3)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïîòåíöè-
àëîì â õîäå êóðñà âñòðå÷àåòñÿ íàì âïåðâûå. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü
âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå

ψ(r, t) =
∑
j

aj(t)ψj(r)e
−iεjt/h̄, (5.4)

ãäå ψj(r) è εj � âîëíîâûå ôóíêöèè è ýíåðãèè óðîâíåé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

εψ(r) = Ĥψ(r), à a(t) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ýòèì ôóíêöèÿì. Ïî-
ñêîëüêó ψj îáðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ óêàçàííîå ðàçëîæåíèå ïðèãîäíî äëÿ îïèñàíèÿ ëþáîé çàâèñè-
ìîñòè ψ(r, t). Íî åãî ñìûñë òàêæå ÿñåí è ôèçè÷åñêè. Èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî íàáîðà aj , íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, (5.4) óäîâëåòâîðÿåò íåñòàöèîíàð-
íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà (5.1) â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ. Èíûìè
ñëîâàìè, íàëè÷èå âíåøíåãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè âåëè÷èí êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ îò âðåìåíè. Ýòî íåñëîæíî ïîêàçàòü è ôîðìàëüíî.
Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (5.4) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (5.1)∑

j

(εjaj(t) + ih̄ȧj(t))ψj(r)e
−iεjt/h̄ =

∑
j

aj(t)e
−iεjt/h̄(Ĥ + V̂ (t))ψj(r) (5.5)
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Ïîñêîëüêó ψj è εj � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ýíåðãèè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è,

Ĥψj = εjψj , ÷àñòü ñëàãàåìûõ ñîêðàùàåòñÿ. Îñòàåòñÿ∑
j

ih̄ȧj(t)ψj(r)e
−iεjt/h̄ =

∑
j

aj(t)e
−iεjt/h̄V̂ (t)ψj(r). (5.6)

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà ψ∗j′ ñ íåêîòîðûì èíäåêñîì j′, ïîñëå ÷åãî ïðîèí-

òåãðèðóåì ïî êîîðäèíàòàì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∫
ψ∗j′ψjd

3r = δjj′ è èñïîëüçóÿ

bra-ket íîòàöèþ
∫
ψ∗j′ V̂ (t)ψjd

3r =< j′|V̂ (t)|j >, ïîëó÷àåì

ih̄ȧj′(t) =
∑
j

< j′|V̂ (t)|j > aj(t)e
−i(εj−εj′ )t/h̄. (5.7)

(â ëåâîé ÷àñòè, èç-çà íàëè÷èÿ δ-ñèìâîëà, îò ñóììû îñòàëîñü åäèíñòâåííîå
ñëàãàåìîå; óðàâíåíèå äîìíîæèëè íà eiεj′ t/h̄).

Âïëîòü äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé íå äåëàëîñü �
óðàâíåíèå (5.7) ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîìó óðàâíåíèþ Øðå-
äèíãåðà (5.1). Ñåé÷àñ íàñòàëî âðåìÿ äîïóñòèòü, ÷òî âíåøíåå âîçäåéñòâèå
ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî âëèÿíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàì-
êàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿ (íóëåâîé ïî-
ðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé) ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â êàêîì-
ëèáî èç ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé íåâîçìóùåííîé çàäà÷è, êîòîðîå ìû îáî-

çíà÷èì êàê j0: a
(0)
j = δj,j0 (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è êîýô-

ôèöèåíòû aj íå çàâèñÿò îò âðåìåíè). Â ïåðâóþ î÷åðåäü, êîíå÷íî, èìååòñÿ â
âèäó ñèòóàöèÿ, êîãäà j0 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì. Ïðåäïîëîæåíèå î
ñëàáîñòè âîçìóùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî V (t) ñîäåðæèò íåêîòî-

ðûé ìàëûé ïàðàìåòð. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ a
(0)
j â ïðàâóþ ÷àñòü (5.7), ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ïîïðàâêè ê aj â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî âå-
ëè÷èíå âîçìóùåíèÿ:

ih̄ȧ
(1)
j′ (t) =

∑
j

< j′|V̂ (t)|j > a
(0)
j e−i(εj−εj′ )t/h̄. (5.8)

Ïîñêîëüêó a
(0)
j = δj,j0 , ïîëó÷àåì

ih̄ȧ
(1)
j′ (t) =< j′|V̂ (t)|j0 > e−i(εj−εj′ )t/h̄. (5.9)

Â ïðèíöèïå, íàéäÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ a(1), ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íîå
óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðÿäêà, è òàê äàëåå. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
òîëüêî ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ó÷òåì, ÷òî îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ çàâèñèò îò âðåìåíè ïî ãàðìîíè÷åñêîìó
çàêîíó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.3). Èç äâóõ êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò
ìû ó÷òåì òîëüêî e−iωt, òî åñòü ïîëîæèì V̂ (t) = V̂ e−iωt (ïðè æåëàíèè, âòî-
ðîå ñëàãàåìîå ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî). Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âîçìóùåíèå íà÷àëî äåéñòâîâàòü â ìîìåíò âðåìåíè t = 0. Èíòåãðèðîâà-
íèå ïðîâîäèòñÿ ýëåìåíòàðíî è äàåò

a
(1)
j′ (t) =< j′|V̂ |j0 >

e−i(h̄ω+εj0−εj′ )t/h̄ − 1

h̄ω + εj0 − εj′
. (5.10)
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Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû â ñîñòîÿíèå j′ ïîä
äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè j′

îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ aj′ , ðàâíîãî

|a(1)
j′ (t)|2 = |(< j′|V̂ |j0 >)|2 |1− e

−i(h̄ω+εj0−εj′ )t/h̄|2

(h̄ω + εj0 − εj′)2
. (5.11)

Âèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèÿ ñ ÷àñòîòîé, íå ïîïàäàþùåé òî÷íî â
ðåçîíàíñ (òî åñòü, åñëè h̄ω 6= εj′ − εj0), ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà ñîâåð-
øàåò íåêîòîðûå îñöèëëÿöèè. Èíîãäà ãîâîðÿò î âèðòóàëüíûõ ïåðåõîäàõ, â
ïðîöåññå êîòîðûõ àòîì ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå j′, à çàòåì âîçâðàùàåòñÿ â
èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Òîò ôàêò, ÷òî â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå àòîì ïåðåõîäèò
â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå òîëüêî âðåìåííî, ìîæíî ïîíÿòü, îïèñûâàÿ äåé-
ñòâóþùåå íà àòîì èçëó÷åíèå â òåðìèíàõ ïîòîêà ôîòîíîâ ñ îïðåäåëåííîé
ýíåðãèåé h̄ω. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî àòîì ìîæåò ïîãëî-
òèòü òàêîé ôîòîí è ïåðåéòè â äðóãîå ñîñòîÿíèå è îñòàòüñÿ â íåì, òîëüêî
åñëè ðàçíîñòü êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé ýíåðãèè àòîìà â òî÷íîñòè ðàâíà ýíåð-
ãèè ïîãëîùàåìîãî ôîòîíà (òî åñòü, â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà). Îäíàêî,
â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå âîçìîæíû ïåðåõîäû, ïðè êîòîðûõ àòîì ïåðåõîäèò
â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå íà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ïîñêîëüêó â
ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ èìååò íåîïðåäåëåííîñòü, òåì á�îëüøóþ, ÷åì ýòî âðåìÿ
ìåíüøå1.

5.2 Ñëó÷àé òî÷íîãî ðåçîíàíñà. Âûíóæäåííûå

ïåðåõîäû. Çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé òî÷íîãî ðåçîíàíñà. Íåïîñðåäñòâåííî âûðàæå-
íèå (5.11) ïðè h̄ω = εj′ − εj0 íåïðèìåíèìî, ïîñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì íèæå,
ðåøåíèå äëÿ ðåçîíàíñíîãî ñëó÷àÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ äðóãèì âèäîì çàâèñèìî-
ñòè îò âðåìåíè. Çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè àíàëîãèþ ñ êëàññè÷åñêèì ãàðìî-
íè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì, íà êîòîðûé äåéñòâóåò îñöèëëèðóþùàÿ âî âðåìåíè
âíåøíÿÿ ñèëà. Åñëè ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû íå ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé, îñöèë-
ëÿòîð ñîâåðøàåò âûíóæäåííûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ x(t) ∝ cosωt; â
ñëó÷àå æå òî÷íîãî ðåçîíàíñà, ðåøåíèå èìååò âèä x(t) ∝ t cosωt.

Îäíàêî, ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåííîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà èç ôîðìóëû
(5.11) âñå-òàêè ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ, ïîäõîäÿùèå äëÿ îïèñàíèÿ òî÷-
íîãî ðåçîíàíñà â ñëó÷àå, êîãäà êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå j′ ïðèíàäëåæèò íåïðå-
ðûâíîìó ñïåêòðó. Òîæäåñòâåííî ïðåîáðàçóåì (5.11)

|a(1)
j′ (t)|2 =

t

h̄
|(< j′|V̂ |j0 >)|2 |1− e

−i(εj0−εj′ )t/h̄|2

(h̄ω + εj0 − εj′)2t/h̄
. (5.12)

è ïîêàæåì, ÷òî â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí

|1− e−i(εj0−εj′ )t/h̄|2

(h̄ω + εj0 − εj′)2t/h̄
∝ δ(h̄ω + εj0 − εj′). (5.13)

1Â ýòîì ðàññóæäåíèè ìû íåÿâíî ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñ àòîìîì â çàäàííûé ìîìåíò âçàè-
ìîäåéñòâóåò òîëüêî îäèí ôîòîí. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âåðíî äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîé îïòèêè,
êîãäà ïîëå ñâåòîâîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûì. Ïîëó÷åííîå íàìè âûðàæåíèå â
íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå h̄ω 6= εj′ − εj0 îïèñûâàåò ëèíåéíóþ ïîëÿðèçàöèþ àòîìà ïåðåìåí-
íûì âíåøíèì ïîëåì.
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Ýòî âûðàæåíèå èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë � δ-ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, à ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âûðàæà-
åò òîò ôàêò, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âñå áîëüøåå è áîëüøåå êîëè÷åñòâî
÷àñòèö îêàçûâàþòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò èíòóèòèâíî îæèäàåìîé êàðòèíå, êîãäà èìååòñÿ
íåêîòîðàÿ (ìàëàÿ) âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà àòîìîì, è âåðîÿòíîñòü
ïîãëîòèòü êàêîé-íèáóäü ôîòîí ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ôîòî-
íîâ, ïðîëåòåâøèõ àòîì çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå äåéñòâè-
òåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíî δ-ôóíêöèè, íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî óñòàíîâèòü,
÷òî èíòåãðàë ∫

|1− e−i(ξt/h̄|2

ξ2t/h̄
dξ (5.14)

â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó. Ýòî ëåãêî ïî-
íÿòü, ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ξt/h̄ � ñðàçó ñòàíîâèòñÿ ÿñíî,
÷òî ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ îò t âîîáùå íå çàâèñèò. Â òî æå âðåìÿ, èí-
òåãðàë íå ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïîäûíòåãðëüíîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî.
Äàëåå, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ïðåäåëå t→∞ âêëàä â èíòåãðàë âíîñèò
òîëüêî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ξ = 0 � â îñòàëüíîé îáëàñòè ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå ìàëî. Âûïîëíåíèå ýòèõ äâóõ óñëîâèé (ñòðåìëåíèå èíòåãðàëà ê
êîíå÷íîìó ïðåäåëó è òîò ôàêò, ÷òî ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
ìàëîé îêðåñòíîñòüþ íóëÿ) è ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå
âûðàæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî δ-ôóíêöèè. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè åñòü çíà÷åíèå (5.14). Åãî âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê ôîðìóëå

|a(1)
j′ (t)|2 =

2πt

h̄
|(< j′|V̂ |j0 >)|2δ(h̄ω + εj0 − εj′). (5.15)

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíà

Wj0→j′ =
2π

h̄
|(< j′|V̂ |j0 >)|2δ(h̄ω + εj0 − εj′). (5.16)

Ýòà ôîðìóëà èçâåñòíà êàê çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó-
÷àå àòîìà â ïîëå îïòè÷åñêîé âîëíû V̂ = −eEx̂, òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè ôîðìó-
ëà ñîäåðæèò êâàäðàò ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà êîîðäèíàòû è êâàäðàò
ìîäóëÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåí-
ñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ, òî åñòü, êîëè÷åñòâó ôîòîíîâ, ïàäàþùèõ
íà àòîì â åäèíèöó âðåìåíè.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ñêîðîñòè ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèÿ íåïåðûâíîãî ñïåêòðà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ýíåðãèÿ ôîòîíà äîñòàòî÷íà, ÷òîáû âûáèòü ýëåêòðîí èç àòîìà (òî åñòü,
ïåðåâåñòè åãî â ñîñòîÿíèå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà), óñëîâèå òî÷íîãî ðåçîíàí-
ñà âñåãäà âûïîëíèòñÿ äëÿ êàêîãî-íèáóäü óðîâíÿ èìåííî ïîòîìó, ÷òî óðîâíè
ðàñïîëîæåíû íåïðåðûâíî.

5.3 Ñïîíòàííûå ïåðåõîäû. Êîýôôèöèåíòû Ýéí-

øòåéíà

Äëÿ ðåçîíàíñíûõ ïåðåõîäîâ æå ìåæäó ðàçëè÷íûìè àòîìíûìè óðîâíÿìè (â
ïðåäåëàõ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà) çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè ïîäõîäèò ïëîõî � â
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îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà δ-ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, à â òî÷íîì ðåçîíàíñå
ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî â
ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà íåïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ñëàáîãî ïîëÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå áîëåå óìåñòíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû.
Çàäà÷à î ïåðåõîäàõ â äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìå ïîä äåéñòâèåì ïî÷òè ðåçîíàíñ-
íîãî ïîëÿ ðàññìîòðåíà â äîïîëíèòåëüíûõ ìàòåðèàëàõ ê ýòîé ãëàâå.

Çàòî çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè ãîäèòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó
óðîâíÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïðè ó÷åòå êîíå÷íîé ñïåêòðàëüíîé øèðèíû
âíåøíåãî ïîëÿ, òî åñòü åñëè äåéñòâóþùåå íà àòîì èçëó÷åíèå ñîäåðæèò ôî-
òîíû, ýíåðãèè êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû â íåêîòîðîì ñïåêòðàëüíîì èíòåðâàëå.
Õîòÿ ýòî, â ïðèíöèïå, íå ñëîæíî, ìû íå áóäåì ïîëó÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå
âûðàæåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè, à îãðàíè÷èìñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì
ðàññìîòðåíèåì, êîòîðîå ïðåäëîæèë À. Ýéíøòåéí (1916). Íàì âàæíî ïîãî-
âîðèòü î ïîäõîäå Ýéíøòåéíà, â òîì ÷èñëå, ïîòîìó ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü
âî âíèìàíèå ýôôåêò, íå âêëþ÷åííûé â ïðîâåäåííîå âûøå ðàññìîòðåíèå �
âîçìîæíîñòü ñïîíòàííûõ ïåðåõîäîâ, ïðè êîòîðûõ íàõîäÿùèéñÿ â âîçáóæ-
äåííîì ñîñòîÿíèè àòîì âûñâå÷èâàåò ôîòîí è ïåðåõîäèò íà íèæåëåæàùèé
óðîâåíü áåç âëèÿíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðîñòîòû, àòîì, ñîäåðæàùèé âñåãî äâà óðîâíÿ � îñíîâ-
íîé (ñîñòîÿíèå |0>) è âîçáóæäåííûé (ñîñòîÿíèå |1>), âî âíåøíåì ïîëå ñî
ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ u(ω) (èñïîëüçîâàíèå ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâ-
íîñòè è îçíà÷àåò, ÷òî ìû ðàáîòàåì ñ íåìîíîõðîìàòè÷åñêèì ïîëåì, ñîäåðæà-
ùèì ôîòîíû ñ ðàçëè÷íûìè ýíåðãèÿìè). Åñëè àòîì íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè, îí ìîæåò ïåðåéòè â âîçáóæäåííîå, ïîãëîòèâ ôîòîí ðåçîíàíñ-
íîé ÷àñòîòû ω10 = (ε1 − ε0)/h̄. Ñêîðîñòü òàêèõ ïåðåõîäîâ ïðîïîðöèîíàëüíà
êîëè÷åñòâó ðåçîíàíñíûõ ôîòîíîâ, òî åñòü, ïðîïîðöèîíàëüíà u(ω10). Êîýô-
ôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè îáîçíà÷èì êàê B01. Åñëè æå àòîì íàõîäèòñÿ â
âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, îí ìîæåò ïåðåéòè â îñíîâíîå êàê ïî âîçäåéñòâè-
åì âíåøíåãî ïîëÿ, òàê è ñïîíòàííî. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ñêîðîñòü ïåðåõîäà
ïðîïîðöèîíàëüíà u(ω10); êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìû îáîçíà÷èì
B10. Ñêîðîñòü ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà îò âíåøíåãî ïîëÿ íå çàâèñèò2, åå ìû
áóäåì îïèñûâàòü ïîñðåäñòâîì êîýôôèöèåíòà A.

Ñóòü ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî Ýéíøòåéíîì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû B01, B10 è A íå íåçàâèñèìû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü
ìåæäó ýòèìè âåëè÷èíàìè, Ýéíøòåéí ðàññìàòðèâàåò íàáîð àòîìîâ, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ñ ãàçîì ôîòîíîâ. Ñóùåñòâîâàíèå
ðàâíîâåñèÿ îçíà÷àåò, ÷òî â åäèíèöó âðåìåíè èç ñîñòîÿíèÿ |0 > â ñîñòîÿíèå
|1 > ïåðåõîäèò ñòîëüêî æå àòîìîâ, ñêîëüêî èç ñîñòîÿíèÿ |1 > â ñîñòîÿíèå
|0 >. Êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ 0 → 1 åñòü ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè ýòèõ ïåðå-
õîäîâ íà êîëè÷åñòâî àòîìîâ â ñîñòîÿíèè |0 > N0, òî åñòü, â ñîîòâåòñòâèè
ñ îïðåäåëåíèåì êîýôôèöèåíòà B01, ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî N0B01u(ω10). Êî-
ëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ 1 → 0 îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî ñëåäóåò åùå
ó÷åñòü âîçìîæíîñòü ñïîíòàííûõ ïåðåõîäîâ. Ïîëó÷àåòñÿ N1(B10u(ω10) +A).
Ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå ðàâíîâåñíîñòè ñèñòåìû îçíà÷àåò

N0B01u(ω10) = N1(B10u(ω10) +A). (5.17)

2Äëÿ èíòåðåñóþùèõñÿ çàìåòèì, ÷òî ñïîíòàííûå ïåðåõîäû ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê
ðåçóëüòàò ïðèñóòñòâèÿ íóëåâûõ êîëåáàíèé ôîòîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî åñòü îòëè÷èÿ
îò íóëÿ íåîïðåäåëåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (ñ ýíåðãèåé h̄ω/2)
êàæäîé èç ôîòîííûõ ìîä.
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Ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ôîòîííîãî ãàçà ïðè çàäàííîé òåì-
ïåðàòóðå ìû ïîëó÷àëè, êîãäà âûâîäèëè ôîðìóëó Ïëàíêà (ñì. ôîðìóëó (16)
Ëåêöèè 6):

u(ω) =
h̄ω3

π2c3
1

e
h̄ω
kT − 1

. (5.18)

Êðîìå òîãî, èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíî-
âåñèè, ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà àòîìîâ â ñîñòîÿíèÿõ |0 > è |1 >
îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Áîëüöìàíà:

N1

N0
= e−(ε1−ε0)/kT . (5.19)

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé î÷åíü áîëüøîé òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîì
N0 = N1, à ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü u(ω10) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òî-
ãäà èç (5.17), ââèäó êîíå÷íîñòè A, ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

B10 = B01,

òàê ÷òî èíäåêñû ó B ìîæíî îïóñòèòü, è (5.17) ïîñëå ïîäñòàíîâêè îòíîøåíèÿ
N1/N0, ïðèíèìàåò âèä

u(ω10)B(1− e−(ε1−ε0)/kT ) = Ae−(ε1−ε0)/kT . (5.20)

Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü u(ω10), ïîëó÷àåì

A =
h̄ω3

π2c3
B,

òî åñòü êîýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà ëèíåéíî ñâÿçàíû.
Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòîâ Ýéíøòåéíà, êàê âèäíî èç ïðåäû-

äóùèõ ðàñ÷åòîâ, îïðåäåëÿåòñÿ (â ãëàâíîì ïîðÿäêå) êâàäðàòîì ìàòðè÷íîãî
ýëåìåíòà êîîðäèíàòû | < 1|x|0 > |2.

5.4 Ëàçåðû

Ïðåäñòàâëåíèå î âûíóæäåííîì èçëó÷åíèè ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ïðèðîäó ïðàê-
òè÷åñêè âàæíîãî ÿâëåíèÿ � îïòè÷åñêîãî óñèëåíèÿ â ñðåäàõ ñ èíâåðñèåé
íàñåëåííîñòåé. Ðàññìîòðèì àíñàìáëü, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî àòîìîâ, íà-
õîäÿùèõñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâî àòîìîâ, íà-
õîäÿùèõñÿ â îñíîâíîì. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ è íàçûâàåòñÿ èíâåðñèåé íà-
ñåëåííîñòåé. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà äëÿ ïîãëîùåíèÿ è äëÿ
âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ðàâíû, B10 = B01, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ â ñðåäå
ñ èíâåðñèåé íàñåëåííîñòåé ôîòîí ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ âçàèìîäåéñòâó-
åò ñ âîçáóæäåííûìè àòîìàìè, ÷åì ñ íåâîçáóæäåííûìè. Âçàèìîäåéñòâèå
ôîòîíà ñ âîçáóæäåííûì àòîìîì èíäóöèðóåò âûíóæäåííûé ïåðåõîä â îñ-
íîâíîå ñîñòîÿíèå ñ èñïóñêàíèåì åùå îäíîãî ôîòîíà, à ñ íåâîçáóæäåííûì
� ïîãëîùåíèå ôîòîíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà â ñðå-
äå ñ èíâåðñèåé íàñåëåííîñòåé êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ â ñðåäíåì óâåëè÷èâàåò-
ñÿ. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
èäåíòè÷íîñòü âûíóæäàþùåãî è èñïóùåííîãî ôîòîíîâ � èñïóñêàåìûé ôî-
òîí èìååò òî æå íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ôàçó è ïîëÿðèçàöèþ, ÷òî è
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�èñõîäíûé�. Òàêèì îáðàçîì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ñðåäó ñ èíâåðñèåé íàñåëåí-
íîñòåé îïòè÷åñêèé ñèãíàë óñèëèâàåòñÿ, ïðè ýòîì ôàêò óñèëåíèÿ ñèãíàëà
íå âëèÿåò íåïîñðåäñòâåííî íà ïðî÷èå åãî õàðàêòåðèñòèêè.

Ðàçóìååòñÿ, êàê ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóë äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áîëüöìàíà,
èíâåðñèÿ íàñåëåííîñòåé íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â òåðìîäèíàìè÷åñêè
ðàâíîâåñíîì ñëó÷àå. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èíâåðñèè íàñåëåííîñòåé
íåîáõîäèìî ïðèñóòñòâèå âíåøíåãî èñòî÷íèêà ýíåðãèè � íàêà÷êè. Ïðîùå âñå-
ãî îïèñàòü ôîðìèðîâàíèå èíâåðñèè íàñåëåííîñòåé â àíñàìáëå òðåõóðîâíå-
âûõ àòîìîâ ñ îïòè÷åñêîé íàêà÷êîé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó àòîìîâ, â äèñêðåòíîì ñïåêòðå êîòîðûõ ïðèñóòñòâó-
þò òðè óðîâíÿ: îñíîâíîé óðîâåíü 0, ïåðâûé âîçáóæäåííûé 1 è âòîðîé âîç-
áóæäåííûé 2. Ïðè ýòîì, èíâåðñèÿ íàñåëåííîñòåé ðåàëèçóåòñÿ â ñèñòåìàõ ñ
ìåòàñòàáèëüíûì ïåðâûì âîçáóæäåííûì óðîâíåì � êîýôôèöèåíòû Ýéí-
øòåéíà äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó óðîâíÿìè 1 è 0 äîëæíû áûòü ìíîãî ìåíüøå,
÷åì äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó óðîâíÿìè 0,2 è 1,2 (èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå ôîð-
ìóë ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèëüíîìó íåðàâåíñòâó äëÿ
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîîðäèíàòû). Ïóñòü íàêà÷êà âûçûâàåò ïåðåõîäû ñ
óðîâíÿ 0 íà âåðõíèé âîçáóæäåííûé óðîâåíü 2 (è, ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíûå
ïåðåõîäû ñ óðîâíÿ 2 â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå). Òîãäà, ïîïàâøèå â ñîñòîÿíèå 2
àòîìû ìîãóò ñïîíòàííî ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå 1. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå 1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíûì, ñïîíòàííûå ïåðåõîäû èç íåãî â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ïðàêòè÷åñêè íå ïðîèñõîäÿò, òàê ÷òî àòîìû â ñîñòîÿíèè 1 íàêàïëèâàþòñÿ, è
âîçíèêàåò èíâåðñèÿ íàñåëåííîñòåé. Òàêàÿ ñèñòåìà óñèëèâàåò ñâåò, ôîòîíû
êîòîðîãî èìåþò ýíåðãèþ E1 − E0.

Ýôôåêò óñèëåíèÿ ñâåòà â ñðåäàõ ñ èíâåðñèåé íàñåëåííîñòåé ëåæèò â îñ-
íîâå ïðèíöèïà ðàáîòû ëàçåðîâ. Ôàêòè÷åñêè ëàçåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïòè-
÷åñêèé ðåçîíàòîð ñ óñèëåíèåì. B êà÷åñòâå ðåçîíàòîðà, êàê ïðàâèëî, âûñòó-
ïàåò ïðîìåæóòîê ìåæäó äâóìÿ çåðêàëàìè, à óñèëåíèå îáåñïå÷èâàåò ñðåäà
ñ èíâåðñèåé íàñåëåííîñòåé, ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó íèìè. Â êà÷åñòâå èñõîä-
íîãî èçëó÷åíèÿ âûñòóïàþò åäèíè÷íûå ôîòîíû, ðîæäåííûå â ðåçóëüòàòå
ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ. Îòðàæàÿñü îò çåðêàë, ñâåò ìíîãîêðàòíî ïðîõîäèò
ïðîõîäèò ÷åðåç óñèëèâàþùóþ ñðåäó è åãî èíòåíñèâíîñòü ìîæåò äîñòèãàòü
âåñüìà áîëüøèõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ ìîùíîñòüþ íàêà÷êè è äðóãèìè
ïàðàìåòðàìè ëàçåðà. Ôàêòè÷åñêè, âîçíèêàåò ãåíåðàöèÿ � èíòåíñèâíîñòü âû-
õîäíîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ðåçîíàòîðà è ïðàêòè÷åñêè íå
çàâèñèò îò �çàòðàâî÷íîãî� ñèãíàëà.

Èçëó÷åíèå ëàçåðîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ âûñîêîé êîãåðåíòíîñòüþ � åãî ÷à-
ñòîòíûé ñïåêòð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óçêóþ ëèíèþ, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàñ-
õîäèìîñòü ëó÷à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàñòîëüêî ìàëà, íàñêîëüêî ýòî ïîçâîëÿåò
äèôðàêöèîííûé ïðåäåë. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äîñòóïíû ðàçíîîáðàçíûå ëàçå-
ðû, â òîì ÷èñëå ïåðåñòðàèâàåìûå ïî ÷àñòîòå, ðàáîòàþùèå â íåïðåðûâíîì
èëè èìïóëüñíîì ðåæèìå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà ìîæåò
íàñ÷èòûâàòü âñåãî íåñêîëüêî ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ïîëÿ ñâåòîâîé âîëíû.

Åäèíñòâåííîå ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå äëÿ ëàçåðîâ, îñíîâàííûõ íà
ñðåäàõ ñ èíâåðñèåé íàñåëåííîñòåé � äèàïàçîí ñïåêòðà, â êîòîðîì ëåæèò âû-
õîäíîå èçëó÷åíèå. Ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ïåðåõîäàõ ìåæäó ýëåêòðîííûìè
ñîñòîÿíèÿìè ëèáî ñîñòîÿíèÿìè êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà ìîëåêóë, óñèëåíèå
îïòè÷åñêîãî ñèãíàëà çà ñ÷åò èíâåðñèè íàñåëåííîñåé ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî â
âèäèìîì, áëèæíåì ÓÔ è ÈÊ äèàïàçîíå.

108



5.5 Ïåðåõîäû â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå. Ñèíõðî-

òðîííîå èçëó÷åíèå è ëàçåð íà ñâîáîäíûõ

ýëåêòðîíàõ

Ãîðàçäî áîëåå øèðîêóþ ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü, îò ìèëëèìåòðîâîãî äî ðåíò-
ãåíîâñêîãî äèàïàçîíà (òî åñòü, 6-8 ïîðÿäêîâ íà øêàëå ÷àñòîò ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ êîëåáàíèé), ïîçâîëÿþò ïåðåêðûòü èñòî÷íèêè, îñíîâàííûå íà ïåðå-
õîäàõ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè íåïðåðûâíîãî ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà � òàê íà-
çûâàåìûå ëàçåðû íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ. Â îñíîâå èõ óñòðîéñòâà ëåæèò
ôåíîìåí ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ.

Ñèíõðîòðîííûì íàçûâàþò èçëó÷åíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ,
äâèæóùèõñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå. Ñàì ïî ñåáå ôàêò èçëó÷åíèÿ ñâåòà äâèæó-
ùèìñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå çàðÿäîì íå âûçûâàåò óäèâëåíèÿ � íà ýòîò çàðÿä
äåéñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà, ñîîòâåòñòâåííî, çàðÿä äâèæåòñÿ íåïðÿìîëèíåé-
íî è, ñîîòâåñòâåííî, èçëó÷àåò ýëåêòîìàãíèòíûå âîëíû. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ
ýòèõ âîëí äëÿ íåðåëÿòåâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ, äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåà-
ëèçóåìûõ çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ëåæèò â ÑÂ× äèàïàçîíå. Ïåðåõîä ê
óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîìó ñëó÷àþ íå ìåíÿåò ôèçèêè äåëà, îäíàêî, ïðèâîäèò
ê ðàäèêàëüíîìó èçìåíåíèþ ìàñøòàáà ÷àñòîòû çàäà÷è: ôîðìóëû ñîäåðæàò
êâàäðàò ôàêòîðà Ëîðåíöà γ = 1√

1−V 2/c2
≡ m

m0
(îäíà ñòåïåíü γ âîçíèêàåò

èç-çà ðåëÿòèâñòñêîãî ñîêðàùåíèÿ äëèíû, äðóãàÿ � èç-çà ýôôåêòà Äîïëåðà).
Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ýëåêòðîíîâ ñèíõðîòðîí, ïðè òåõ
æå âåëè÷èíàõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî îáåñïå÷èòü èçëó÷åíèå íå â ÑÂ×, à
â ðåíãåíîâñêîì äèàïàçîíå. Ðàçóìååòñÿ, èñïîëüçóÿ ïîòîêè ýëåêòðîíîâ ìåíü-
øåé ýíåðãèè èëè ìåíüøåå ïî âåëè÷èíå ïîëå, íåñëîæíî ïåðåéòè â ÓÔ äèà-
ïàçîí è íèæå ïî øêàëå ÷àñòîò.

Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ÿâëåòñÿ íåíàïðàâëåííûì è øèðîêîïîëîñíûì.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ãåíåðàöèþ íàïðàâëåííîãî ëó÷à â óçêîé ïîëîñå
ñïåêòðà, ïó÷îê ýëåêòðîíîâ ïðîïóñêàþò ÷åðåç öåïî÷êó ìàãíèòîâ ñ ÷åðåäóþ-
ùèìñÿ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîÿâëÿåòñÿ ÷åòêî îïðåäåëåííîå
çíà÷åíèå ÷àñòîòû � ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé ýëåêòðîíû ïðîõîäÿò ïåðèîäû òàêîé
öåïî÷êè, è íàïðàâëåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëó-
÷à.

Áîëåå òîãî, âîçíèêàåò ìåõàíèçì, â ÷åì-òî àíàëîãè÷íûé âûíóæäåííîìó
èçëó÷åíèþ ñâåòà âîçáóæäåííûìè àòîìàìè: îòêëîíÿåìûé ìàãíèòíûì ïîëåì
ýëåêòðîí ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ èñïóñêàåò ôîòîí, åñëè ýòî îòêëîíåíèå
ïðîèñõîäèò â ïðèñóòñòâèè äðóãîãî ôîòîíà. Èíûìè ñëîâàìè, ôàçà èñïóùåí-
íûõ ôîòîíîâ êîððåëèðóåò ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ïó÷êà ýëåêòðîíîâ, òàê ÷òî
èçëó÷åíèå, èñïóùåííîå ïðè ïðîõîäå ïåðâûõ ìàãíèòîâ â íàïðàâëåíèè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà, â äàëüíåéøåì óñèëèâàåòñÿ. Âûõîäÿùåå èçëó÷åíèå îêà-
çûâàåòñÿ êîãåðåíòíûì. Îïèñàííîå óñòðîéñòâî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëàçåð
íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, òàêèå ëàçåðû ïîçâîëÿþò ïåðåêðûòü ÷ðåçâû÷àéíî
øèðîêèé ñïåêòðàëüíûé äèàïàçîí, íåäîñòèæèìûé äëÿ îáû÷íûõ ëàçåðîâ íà
ñðåäàõ ñ èíâåðñèåé íàñåëåííîñòåé. Íàèáîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ãåíåðàöèè âûñîêî÷àñòîòíîãî (ðåíòãåíîâñêîãî è äàëüíåãî ÓÔ) èçëó÷åíèÿ.
Ïðè ýòîì, ýëåìåíòàðíî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðåñòðîéêà ÷àñòîòû âûõîäíîãî èç-
ëó÷åíèÿ. Îñíîâíûìè íåäîñòàòêàìè ëàçåðîâ íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ â íà-
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ñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå âûñîêàÿ öåíà è áîëüøîé ðàçìåð.

Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèé

5.A Ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ

1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñèñòåìû ñ îñíîâíîãî óðîâíÿ íà âîçáóæäåí-
íûé ïîä äåéñòâèåì äâóõ êîðîòêèõ èìïóëüñîâ âîçìóùåíèÿ V (t) = W{δ(t) +
δ(t− τ)} (W � h̄).

2. Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ñèñòåìû ñ îä-
íîãî óðîâíÿ íà äðóãîé ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ V̂ cosωt,
ïîïàäàþùåãî ïî÷òè â ðåçîíàíñ ñ ÷àñòîòîé ïåðåõîäà ìåæäó ýòèìè óðîâíÿìè.

Ðåøåíèå. Â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå áëèçîñòè ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ ê ÷àñòîòå
ïåðåõîäà ìåæäó äâóìÿ óðîâíÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñåìè ïðî÷èìè óðîâ-
íÿìè è ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó êàê äâóõóðîâíåâóþ. ÂÔ â ýòîì ñëó÷àå èìååò
âèä ψ(t) = a(t)ϕa(r)e−iωat + b(t)ϕb(r)e

−iωbt. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâî-
ëþöèþ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ÂÔ èìåþò âèä

ih̄
da

dt
= Vabe

iδtb, ih̄
db

dt
= V ∗abe

−iδta,

ãäå δ = ω − (ωb − ωa) - ðåçîíàíñíàÿ ðàññòðîéêà, à Vab = 〈ϕa|V̂ |ϕb〉 - ìàò-
ðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ. Èñêëþ÷àÿ b, ïîëó÷àåì ä − iδȧ +
|Vab|2a/h̄2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå, ÿâëÿþùåé-
ñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ θ2−δθ−|Vab|2/h̄2 = 0: θ1,2 = δ/2±Ω, Ω =√
|Vab|2/h̄2 + δ2/4. Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ a(0) =

1, b(0) = 0 èìååò âèä a(t) = eiδt/2
(
cos Ωt− iδ

2Ω sin Ωt
)
, b(t) =

iV ∗ab
h̄Ω e−iδt/2 sin Ωt.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íà äðóãîé óðîâåíü èìååò âèä p(t) =
(1 + h̄2δ2/2|Vab|2)−1 sin2 Ωt. Â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåçîíàíñà δ = 0 ñèñòåìà ïåðè-
îäè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ âî âòîðîì ñîñòîÿíèè. Ñâåòîâîé èìïóëüñ
äëèíû ∆t = π/Ω îáû÷íî íàçûâàþò π-èìïóëüñîì.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

t

P

h/d0E0
 Ðèñ. 5.1: Ýâîëþöèÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ïîä äåé-

ñòâèåì êëàññè÷åñêîãî çàäàííîãî ïîëÿ. Ïóíêòèðîì
îòëîæåíà çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îò âðå-
ìåíè â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà ω − ω0 =

√
3Ω.

3. Äëÿ ÷àñòèöû,
íàõîäÿùåéñÿ â áåñ-
êîíå÷íî âûñîêîé ïî-
òåíöèàëüíîé ÿìå øè-
ðèíû a íàéòè ñêî-
ðîñòü ïåðåõîäîâ ìåæ-
äó ïåðâûìè äâóìÿ
ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâ-
íÿìè ïîä äåéñòâèåì
âîçìóùåíèÿ V̂ (t) =

−V0
9π2

16a

(
x̂
a −

1
2

)
.
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Ãëàâà 6

Êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ
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6.1 Êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ

Êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ - ýòî íîâàÿ îáëàñòü íàóêè è òåõíîëîãèè, ñî÷åòà-
þùàÿ â ñåáå ðàçäåëû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè, êèáåðíåòèêè è èíæåíåðèè. Åå
öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå ðîëè ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè, îòêðû-
òûõ â XX âåêå â ïðîöåññàõ ïîëó÷åíèÿ, ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.
Ñåé÷àñ ÿñíî, ÷òî òåîðèÿ êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè íå âñåãäà ìîæåò àäåê-
âàòíî îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàê èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â
ðåàëüíîì (ôèçè÷åñêîì) - ò.å. â êâàíòîâîì ìèðå. Íåêîòîðûå âûâîäû òåîðèè
êâàíòîâîé èíôîðìàöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê îáîáùåíèå êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ è õðàíèòñÿ ñ
ïîìîùüþ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, à íå â ôîðìå êëàññè÷åñêèõ áèòîâ.

Âàæíûì àñïåêòîì â ìîòèâàöèè êâàíòîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëî-
ãèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî áëàãîäàðÿ òåõíè÷åñêîìó ïðîãðåññó ýêñïåðèìåíòàòîðû
ïîëó÷èëè äîñòóï ê åäèíè÷íûì êâàíòîâûì îáúåêòàì è íàó÷èëèñü êîíòðîëè-
ðîâàòü ýòè îáúåêòû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, ïîæàëóé, åäèíñòâåííûì ïðàêòè÷åñêèì ïðèëî-
æåíèåì êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ .
Â ýòîé îáëàñòè óæå ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå
ñâîéñòâà êâàíòîâûõ îáúåêòîâ - íåâîçìîæíîñòü êëîíèðîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ è
èçìåðåíèÿ áåç âîçìóùåíèÿ. Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî êâàíòîâûõ êðèïòîãðà-
ôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ - äàæå íå àáñîëþòíàÿ èõ ñåêðåòíîñòü (â êëàññè÷å-
ñêîé êðèïòîãðàôèè ñóùåñòâóþò áåçóñëîâíî ñåêðåòíûå êëþ÷è), à òî, ÷òî ñàì
ôàêò ïîäñëóøèâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì äëÿ ïîëüçîâàòåëåé, à íàäåæ-
íîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè íå óìåíüøàåòñÿ, åñëè óðîâåíü âíîñèìûõ ïðè
ïåðåäà÷å îøèáîê íå ïðåâûøàåò îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ.

 

Ðèñ. 6.1: Ñîâðåìåííîå ñîîòíîøåíèå îáëàñòè
ïðèìåíèìîñòè òåîðèé êëàññè÷åñêîé è êâàí-
òîâîé èíôîðìàöèè íà ôîíå ñîâðåìåííûõ èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé.

Îäíàêî, â áëèæàéøèå äåñÿ-
òèëåòèÿ êâàíòîâàÿ èíôîð-
ìàòèêà, ïî-âèäèìîìó, îêà-
æåòñÿ íåîáõîäèìîé äëÿ èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé
â öåëîì. Ýòî ñâÿçàíî ñ
íåïðåðûâíûì óìåíüøåíèåì
ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Ñ 1959
ãîäà, êîãäà áûë ñîçäàíà
ïåðâàÿ ìèêðîñõåìà, áûë âû-
ðàáîòàí ýìïèðè÷åñêèé çà-
êîí (çàêîí Ìóðà1), ñîãëàñíî
êîòîðîìó ÷èñëî òðàíçèñòî-
ðîâ â êðèñòàëëå îäíîé èí-
òåãðàëüíîé ñõåìû â òå÷åíèå
ïåðâûõ 15 ëåò óäâàèâàëîñü êàæäûé ãîä, à çàòåì è äî ñèõ ïîð òàêîå óäâî-
åíèå ïðîèñõîäèò çà 1.5 ãîäà. Åñëè ïåðâûå êðåìíèåâûå ìèêðîñõåìû èìåëè

1Ñóùåñòâóåò ìíîãî èíòåðïðåòàöèé çàêîíà Ìóðà � çà êàæäûå ïîëòîðà ãîäà: óäâàèâà-
åòñÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìèêðîïðîöåññîðîâ; óäâàèâàåòñÿ òàêòîâàÿ ÷àñòîòà ìèêðîïðîöåñ-
ñîðîâ; óäâàèâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîùíîñòü êîìïüþòåðà; óäâàèâàåòñÿ ïëîòíîñòü òðàí-
çèñòîðîâ íà ÷èïå; ñòîèìîñòü ÷èïà ïàäàåò âäâîå; è äð. Â 2003 ãîäó Ãîðäîí Ìóð ïîäñ÷èòàë,
÷òî êîëè÷åñòâî òðàíçèñòîðîâ, åæåãîäíî ïîñòàâëÿåìûõ íà ðûíîê â ìèðå, äîñòèãëî 1019 .
Ýòî â ñòî ðàç áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî ìóðàâüåâ íà Çåìëå...
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ðàçìåðû ýëåìåíòîâ â ïëîñêîñòè êðèñòàëëà ïîðÿäêà äåñÿòêîâ ìèêðîí, òî
ñîâðåìåííûå îáðàçöû õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçìåðàìè ïîðÿäêà 100 íì, à êîí-
òðîëü îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 10 íì. Ñîãëàñíî çàêîíó Ìóðà,
ìåíåå ÷åì ÷åðåç 20 ëåò ðàçìåðû èíòåãðàëüíîé ñõåìû ñòàíóò ïîðÿäêà àòîì-
íûõ, à, ñëåäîâàòåëüíî, çàêîíû èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ
çàêîíàìè ìèêðîìèðà, ò.å. êâàíòîâîé ìåõàíèêîé.

Ñ ðàññìîòðåííîé âûøå òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ
ìàëîñòüþ ðàçìåðîâ ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâ, âîñïðèíèìàþòñÿ ñêîðåå êàê ïðå-
ãðàäà íà ïóòè ê ìèíèàòþðèçàöèè ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ. Îäíàêî èçâåñòíû
è ñõåìû îáðàáîòêè êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, îòêðûâàþùèå ïðèíöèïèàëüíî
íîâûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè, âîçìîæíîñòè. Ïðåæ-
äå âñåãî, ñëåäóåò óïîìÿíóòü êâàíòîâûé êîìïüþòåð. Ýòî ôèçè÷åñêîå
óñòðîéñòâî, âûïîëíÿþùåå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êâàíòîâûìè ñîñòîÿíè-
ÿìè ïóòåì òàê íàçûâàåìûõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íå íàðóøàþùèõ
êâàíòîâûå ñóïåðïîçèöèè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé.

Äëÿ ÷åãî íóæåí êâàíòîâûé êîìïüþòåð? Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ïðîáëåìó ôàêòîðèçàöèè áîëüøèõ ÷èñåë - ò.å. ðàçëîæåíèÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ýòà çàäà÷à íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà
ñ êðèïòîãðàôèåé, ãäå ñåêðåòíûå êëþ÷è ôîðìèðóþòñÿ èìåííî ïîñðåäñòâîì
òàêîãî àëãîðèòìà.

Ìàòåìàòèêè òâåðäî âåðÿò, õîòÿ îíè è íå äîêàçàëè ýòî, ÷òî äëÿ ôàêòîðè-
çàöèè ÷èñëà ñ N äåñÿòè÷íûìè ðàçðÿäàìè ëþáîìó êëàññè÷åñêîìó êîìïüþ-
òåðó òðåáóåòñÿ ÷èñëî øàãîâ, êîòîðîå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ N. Èíà÷å
ãîâîðÿ, äîáàâëåíèå îäíîãî äåñÿòè÷íîãî ðàçðÿäà ê ÷èñëó â îáùåì ñëó÷àå
óìíîæàåò âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ åãî ôàêòîðèçàöèè, íà ïîñòîÿííûé ìíî-
æèòåëü. Êîíêðåòíî, âðåìÿ ðàñòåò ñ ðîñòîì äëèíû N ôàêòîðèçóåìîãî ÷èñëà
êàê exp

(
N1/3

)
. Òàê, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë

521 è 809 íå âûçûâàåò ïðîáëåì. Îäíàêî, îáðàòíàÿ çàäà÷à - íàõîæäåíèå ïðî-
ñòûõ ñîìíîæèòåëåé ÷èñëà 421489 ïîòðåáóåò çàìåòíîãî âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ðàçðÿäîâ çàäà÷à áûñòðî ñòàíî-
âèòñÿ íåðàçðåøèìîé. Íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå ïî ñîñòîÿíèþ íà 2011 ãîä
áûëî ðàçëîæåíî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîðåâ-
íîâàíèÿ, ò.å. ÷èñëî, ÷üè ïðîñòûå ìíîæèòåëè áûëè âòàéíå âûáðàíû ìàòå-
ìàòèêàìè, ÷òîáû ñîñòàâèòü çàäà÷ó äëÿ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, ñîñòîÿëî èç
129 ðàçðÿäîâ. Åñëè æå ÷èñëî ðàçðÿäîâ îêàæåòñÿ ïîðÿäêà 1000, òî íèêòî íå
çíàåò, êàê ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ. Îäíàêî, óòâåðæäåíèå îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå
òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà îïåðàöèé îòíîñèòñÿ òîëüêî ê êëàññè÷åñêèì ñèñòå-
ìàì. Äëÿ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé èçâåñòåí àëãîðèòì Øîðà (P.Shor, 1994),
êîòîðûé â òåîðèè ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ôàêòîðèçàöèè áîëüøèõ ÷èñåë
çà äîëþ ñåêóíäû2. Íåâûïîëíèìîñòü ôàêòîðèçàöèè ëåæèò â îñíîâå íàèáî-
ëåå íàäåæíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìåòîäîâ øèôðîâàíèÿ (â ÷àñòíîñòè ñè-
ñòåìû RSA - Rivest, Shamir, Adleman), êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ çàùèòû
ýëåêòðîííûõ áàíêîâñêèõ ñ÷åòîâ. Êîãäà (è åñëè) áóäåò ïîñòðîåíà ìàøèíà
äëÿ êâàíòîâîé ôàêòîðèçàöèè, âñå òàêèå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû ñòà-
íóò àáñîëþòíî áåñïîëåçíû.

2Òðóäíîñòè ñ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé òàêèõ âû÷èñëåíèé ñâÿçàíû, â ÷àñòíîñòè, ñ
ïðîáëåìîé ïîòåðè èíôîðìàöèè èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà ñ îñòàëü-
íûì ìèðîì. Ïî-âèäèìîìó, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà
ýòî âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî ïî äëèíå ôàêòîðèçóåìîãî ÷èñëà.
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6.2 Êóáèòû

Ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå âîïðîñû êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, â
÷àñòíîñòè ïîíÿòèå êóáèòà è ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä íèìè. Êóáèò (q-
áèò, îò quantum bit � êâàíòîâûé áèò) - ýòî ìèíèìàëüíàÿ åäèíèöà ïåðåäàâà-
åìîé èëè õðàíèìîé êâàíòîâîé èíôîðìàöèè, àíàëîãè÷íàÿ áèòó â êëàññè÷å-
ñêîé èíôîðìàöèè.

Ôèçè÷åñêè êóáèò îïðåäåëÿåò âîëíîâóþ ôóíêöèþ äâóõóðîâíåâîé ñèñòå-
ìû. Íàïîìíèì, ïîä äâóõóðîâíåâîé ïîíèìàåòñÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ
ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Òèïè÷íûì ïðè-
ìåðîì äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ àòîì, êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòüñÿ
òîëüêî íà äâóõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿõ � îñíîâíîì Eg è âîçáóæäåííîì Ee
(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñòàëüíûå óðîâíè ýíåðãèè àòîìà íàõîäÿòñÿ ñëèøêîì äàëå-
êî, è âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íà íèõ ïðåíåáðåæèìî ìàëà). Òàêæå, äëÿ ðåàëè-
çàöèè êóáèòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà
è ïîëÿðèçàöèþ ôîòîíà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä êóáèòàìè îñóùåñòâëÿþòñÿ ïóò¼ì âîçäåéñòâèÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíè ñâîáîäû ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Íàïðèìåð, ïîëÿ-
ðèçàöèîííûå êóáèòû ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè ïîìîùè ôàçîâûõ ïëàñòèíîê, ñî-
ñòîÿíèå ýëåêòðîíà â äâóõóðîâíåâîì àòîìå çàäàåòñÿ ïðèëîæåíèåì èìïóëüñà
ðåçîíàíñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëåííîé äëèòåëüíîñòè è àìïëè-
òóäû, è.ò.ä.
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1

Ground state

Excited state

X 

Y

Z 

Ðèñ. 6.2: Èçîáðàæåíèå ñîñòîÿíèÿ äâóõóðîâíå-
âîé ñèñòåìû íà ñôåðå Áëîõà.

Ìàòåìàòè÷åñêè, êóáèòó
ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íûé âåê-
òîð â äâóìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, çàäàííîì íàáîðîì äâóõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ |0〉 è |1〉,
êîòîðûå àíàëîãè÷íû çíà÷å-
íèÿì íóëÿ è åäèíèöû êëàñ-
ñè÷åñêîãî áèòà. Òàêèì îá-
ðàçîì, êóáèò îòëè÷àåòñÿ îò
êëàññè÷åñêîãî áèòà òåì, ÷òî
ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòî-
ÿíèè ïðîèçâîëüíîé ñóïåð-
ïîçèöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ
|S〉 = α|0〉 + β|1〉, ãäå α
è β � êîìïëåêñíûå ÷èñëà,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
|α|2 + |β|2 = 1. Åñëè ó÷åñòü,
÷òî îáùàÿ ôàçà âîëíîâîé
ôóíêöèè íåñóùåñòâåííà, òî
ñîñòîÿíèå êóáèòà çàäàåòñÿ
äâóìÿ âåùåñòâåííûìè ïà-
ðàìåòðàìè, íàïðèìåð, ñôå-
ðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ñôåðå Áëîõà ñ åäèíè÷íûì ðàäèóñîì
(θ, ϕ).

Äàëåå, ãîâîðÿ î äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ åäèíè÷íîãî êóáèòà, ìû
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè: {|0〉, |1〉}. Åñëè ðå÷ü ïîéäåò î ñîñòîÿ-
íèÿõ êîíêðåòíîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, ïîëÿðèçàöèè ñâåòà, òî áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè, òàêèìè êàê {|H〉, |V 〉} - ýòî áóäåò ÿñíî èç
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êîíòåêñòà. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî êóáèò ïðåäñòàâëåí
ëèáî âåêòîðîì |0〉 = (1, 0), ëèáî âåêòîðîì |1〉 = (0, 1) � ýòî ëèøü äâå âîç-
ìîæíîñòè èç áåñêîíå÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîñòîÿíèé. Õîòÿ ñîñòîÿíèå êóáèòà
îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé è ñòðîãî îïðåäåëåíî, îòäåëüíûå èçìåðåíèÿ
äàþò âåðîÿòíîñòíûå ðåçóëüòàòû. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü êóáèò â ñîñòîÿ-
íèÿõ |0〉 è |1〉 ðàâíà |α|2 è |β|2, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êóáèòà ñ çàäàííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé âñåãäà
ìîæíî ïåðåéòè ê áàçèñó, â êîòîðîì îí ñ äîñòîâåðíîñòüþ íàõîäèòñÿ â îäíîì
èç ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå

|S〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) . (6.1)

Ïðè èçìåðåíèÿõ â áàçèñå |0〉 è |1〉, î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ íóëÿ è åäèíèöû
áóäóò îáíàðóæåíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 50%. Îäíàêî åñëè â êà÷åñòâå áàçèñíûõ
èñïîëüçîâàòü ñîñòîÿíèÿ |+45〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉) è |−45〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉), òî

ñîñòîÿíèå |S〉 óæå ñòðîãî îïðåäåëåíî è íå ôëóêòóèðóåò ïðè èçìåðåíèÿõ.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íîâûå áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ |+45〉 è |−45〉 îðòîãîíàëü-
íû: 〈+45 | −45〉 = 0.

Óòâåðæäåíèå îá îäíîçíà÷íîñòè èçìåðåíèÿ çíà÷åíèÿ êóáèòà â íîâîì áà-
çèñå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèìåíèì ê êóáèòó |S〉 ïðåîáðàçî-
âàíèå âèäà:

Ĥ|0〉 = 1√
2

(|0〉+ |1〉) ,
Ĥ|1〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉) .

(6.2)

Òîãäà Ĥ|S〉 = 1
2 (|0〉+ |1〉+ |0〉 − |1〉) = |0〉. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ,

÷òî èçìåðåíèå êóáèòà â íîâîì áàçèñå âñåãäà áóäåò äàâàòü íîëü. Ïðåîáðàçî-
âàíèå Ĥ íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àäàìàðà3.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò èíòåðåñíûé âûâîä. Èçìåðèâ ñîñòîÿíèå îäèíî÷íî-
ãî êóáèòà è îáíàðóæèâ åãî, íàïðèìåð, â ñîñòîÿíèè |0〉, ìû ìîæåì òîëüêî
çàêëþ÷èòü, ÷òî èñõîäíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæàëà íåêîòîðóþ ÷àñòü
|0〉, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü åå â ýòîì ñîñòîÿíèè îòëè÷àëàñü îò íó-
ëÿ. Îäíàêî, åñëè ìû ðàñïîëàãàåì áîëüøèì àíñàìáëåì êóáèòîâ, èìåþùèõ
îäèíàêîâûå âîëíîâûå ôóíêöèè, ýòè âîëíîâûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü íàéäåíû
â ýêñïåðèìåíòå (ðàçóìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçû). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
îïûòíûì ïóòåì ïîäîáðàòü òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ñèñòåìà ñ äîñòîâåðíîñòüþ
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |0′〉. Â ýòîì áàçèñå êóáèò, î÷åâèäíî, õàðàêòåðèçóåòñÿ
âîëíîâîé ôóíêöèåé 1|0′〉+0|1′〉. Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè
íîñèò íàçâàíèå êâàíòîâîé òîìîãðàôèè. Èçâåñòíûå ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçà-
öèè êâàíòîâîé òîìîãðàôèè îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííîé íàìè óìîçðèòåëüíîé

3Â íàøåì êóðñå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñîñòîÿíèÿ ñ òî÷íî èçâåñòíîé âîëíîâîé
ôóíêöèåé � òàê íàçûâàåìûå ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ. Êðîìå íèõ, èçâåñòíû òàê íàçûâàåìûå
ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ñàìà îïðåäåëåíà òîëüêî âåðîÿòíîñò-
íûì îáðàçîì. Äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé ïåðåõîä ê íîâîìó áàçèñó íå ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ
èçáàâèòüñÿ îò ôëóêòóàöèé. Ïðÿìàÿ àíàëîãèÿ ðàññìîòðåííûì ïðåîáðàçîâàíèÿì � ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñâåòà â îïòèêå. Åñëè ñâåò ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííûì
(â îáùåì ñëó÷àå ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïîëÿðèçàöèÿ), òî âñåãäà
ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôàçîâîé ïëàñòèíêè áåç ïîòåðü ìîùíîñòè ïðèâåñòè ýòî ñîñòîÿíèå ê
ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè (ãîðèçîíòàëüíîé H èëè âåðòèêàëüíîé V ). Ýòîãî, îäíàêî, íåëüçÿ
ñäåëàòü ñ íåïîëÿðèçîâàííûì ñâåòîì.
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ïðîöåäóðû ïîäáîðà áàçèñà, íî â ëþáîì ñëó÷àå îñíîâàíû íà ñáîðå ñòàòèñòè-
êè äëÿ àíñàìáëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ â îäèíàêîâîì ñîñòîÿíèè,
ëèáî ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèÿõ äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿíèå êîòîðîé ïåðåä êàæ-
äûì èçìåðåíèåì ïðèãîòàâëèâàåòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì.

Íåñêîëüêî êóáèòîâ ìîãóò îáðàçîâûâàòü ò.í. ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ4,
äëÿ êîòîðûõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íå ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ âîë-
íîâûõ ôóíêöèé îòäåëüíûõ êóáèòîâ. Âîîáùå ãîâîðÿò, ÷òî êâàíòîâàÿ ñèñòåìà
ñîñòîèò èç n êóáèòîâ, åñëè ïðîñòðàíñòâî åå ñîñòîÿíèé èìååò ðàçìåðíîñòü
2n, è ïðè ýòîì èìååòñÿ 2n âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Çà-
ìåòèì, ÷òî n êëàññè÷åñêèõ áèòîâ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü 2n ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿ-
íèé. Â îáùåì ñëó÷àå 2n âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé n êóáèòîâ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà {|i〉}, ãäå i - ýòî n-ðàçðÿäíîå äâîè÷íîå ÷èñëî. Íà-
ïðèìåð, äëÿ òðåõ êóáèòîâ n = 3: {|000〉, |001〉, |010〉, |011〉, |100〉, |101〉, |110〉, |111〉}
- âñåãî 23 ñîñòîÿíèé.

Âàæíîå çíà÷åíèå â êâàíòîâîé èíôîðìàöèè èìååò áàçèñ òàê íàçâàåìûõ
ñîñòîÿíèé Áåëëà äëÿ äâóõ êóáèòîâ∣∣∣Ψ(−)

12

〉
= 1√

2
[|0〉1|1〉2 − |1〉1|0〉2]∣∣∣Ψ(+)

12

〉
= 1√

2
[|0〉1|1〉2 + |1〉1|0〉2]∣∣∣Φ(−)

12

〉
= 1√

2
[|0〉1|0〉2 − |1〉1|1〉2]∣∣∣Φ(+)

12

〉
= 1√

2
[|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉2]

(6.3)

Ïî ýòîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîå ÷èñòîå
ñîñòîÿíèå ïàðû ÷àñòèö. Âñå ÷åòûðå ñîñòîÿíèÿ Áåëëà ÿâëÿþòñÿ ïåðåïóòàí-
íûìè. Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé ýòîãî áàçèñà
íàðóøàþòñÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà � ýòî, â ÷àñòíîñòè, áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
ñîñòîÿíèÿ áàçèñà Áåëëà çàâåäîìî íå èìåþò êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà (÷òî è
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èõ ïåðåïóòàííîñòè).

6.3 Ïðèãîòîâëåíèå è ïðåîáðàçîâàíèå ñîñòîÿíèé

Ãîâîðÿ îá îñíîâíûõ ýòàïàõ ýâîëþöèè êóáèòîâ, âûäåëèì òðè åå êîìïîíåí-
òû: ïðèãîòîâëåíèå, (óíèòàðíîå) ïðåîáðàçîâàíèå è èçìåðåíèå. Âîïðîñà îá
èçìåðåíèè ìû êîñíóëèñü âûøå; åùå ðàç ìû îáñóäèì ýòó ïðîáëåìó, êîãäà
áóäåì ãîâîðèòü îá èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ñåé÷àñ æå ìû ïå-
ðåéäåì ê ïðèãîòîâëåíèþ è ïðåîáðàçîâàíèþ ñîñòîÿíèé êóáèòîâ íà ïðèìåðå
äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ.

Ñîâðåìåííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîìåñòèòü îäèíî÷íûé àòîì
â ëîâóøêó è îõëàäèòü åãî äî ñâåðõíèçêèõ òåìïåðàòóð, ïðè ýòîì îí ïå-
ðåõîäèò â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |0〉. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå ñîñòîÿíèå íà-
øåãî êóáèòà èçâåñòíî. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî

4Ïåðåïóòûâàíèå - (�çàïóòûâàíèå�, �ñöåïëåííîñòü�, �ïåðåïëåòåíèå� - ðàçëè÷íûå ïåðå-
âîäû íåìåöêîãî òåðìèíà verschrankung) � ýòî êâàíòîâàÿ ðàçíîâèäíîñòü êîððåëÿöèè, íå
èìåþùåé êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà. Íà ñëîâåñíîì óðîâíå, äâå ïîäñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïåðå-
ïóòàííûìè, êîãäà èõ ñîâìåñòíîå ñîñòîÿíèå áîëåå îïðåäåëåíî è ìåíåå ñòîõàñòè÷íî, ÷åì
ñîñòîÿíèå êàæäîé èç ïîäñèñòåì. Ïðîñòåéøåå (íåñòðîãîå) ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïåðåïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ íå ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ
âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó ÷àñòåé.
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îñóùåñòâëÿþò, âîçäåéñòâóÿ íà àòîì ëàçåðíûìè èìïóëüñàìè ñâåòà, âûçûâà-
þùèìè ðåçîíàíñíûå ïåðåõîäû â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Ïðèìåð òàêîãî
âîçäåéñòâèÿ � π-èìïóëüñ ðåçîíàíñíîãî ïîëÿ, ïåðåâîäÿùèé äâóõóðîâíåâóþ
ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ |0〉 â ñîñòîÿíèå |1〉. Íàïîìíèì îñíîâíûå ìîìåíòû ýòîé
òåîðèè.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0 íà àòîì äåéñòâóåò êîðîòêèé ëàçåð-
íûé èìïóëüñ ñ èçâåñòíûìè àìïëèòóäîé è äëèòåëüíîñòüþ. Ëàçåðíîå èçëó-
÷åíèå ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêè. Ïóñòü äëÿ
ïðîñòîòû ÷àñòîòà ëàçåðà òî÷íî ïîïàäàåò â ðåçîíàíñ ñ ÷àñòîòîé ïåðåõîäà
ω10 = (E1 − E0) /h̄ ìåæäó |0〉 è îäíèì èç âîçáóæäåííûõ |1〉 ñîñòîÿíèé àòî-
ìà. Òîãäà àòîì ïîä äåéñòâèåì ëàçåðíîãî èìïóëüñà äëèòåëüíîñòüþ T ïåðåõî-
äèò â èçâåñòíîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 = cos ΩT |0〉+ e−iω0T sin Ωt|1〉, ÷àñòîòà Ðàáè Ω
îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ïîëÿ â èìïóëüñå. Èìïóëüñ äëèòåëüíîñòüþ π

Ω (π-
èìïóëüñ) ïîëíîñòüþ ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç îñíîâíîãî â âîçáóæäåííîå ñîñòî-
ÿíèå. Âàðüèðîâàíèå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà äàåò âîçìîæíîñòü ïðèãîòîâèòü
ëþáîå çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðåâîäà ñèñòåìû èç îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèå â êîãåðåíòíîå |ψ〉 = 1√

2
(|0〉+ |1〉)íåîáõîäèìî ïîäåéñòâîâàòü íà

íåå ò.í. π/2-èìïóëüñîì, ïðè êîòîðîì T = π
2Ω ⇒ tπ/2 (ñì. çàäà÷ó 2 â êîíöå

ãëàâû).
Òàêèì îáðàçîì, àòîì â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà ïðèãîòàâ-

ëèâàåòñÿ â ëþáîì íàïåðåä çàäàííîì ñîñòîÿíèè. Ìîæíî ðàññìîòðåòü, êàê ýòî
ñîñòîÿíèå ïðåîáðàçóåòñÿ, åñëè ïî ïðîøåñòâèè îïðåäåëåííîãî âðåìåíè ïî-
äåéñòâîâàòü íà íåãî åùå îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ëàçåðíûìè èìïóëüñàìè.
Çàäà÷à âïîëíå àíàëîãè÷íà òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííîé, çà òåì èñêëþ÷åíèåì,
÷òî â ìîìåíò íà÷àëà äåéñòâèÿ èìïóëüñà àòîì íàõîäèòñÿ â ïðîèçâîëüíîì
(à íå â îñíîâíîì) ñîñòîÿíèè. Åå àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò òàêî-
ãî âîçäåéñòâèÿ íà ñîñòîÿíèå a0|0 > +a1|1 > âñåãäà ñâîäèòñÿ ê äîìíîæåíèþ
âåêòîðà (a0, a1) íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó P . Íåîáõîäèìîñòü ñîõðàíåíèÿ íîðìû
|a0|2 + |a1|2 îçíà÷àåò, ÷òî ýòà ìàòðèöà äîëæíà áûòü óíèòàðíîé; â îñòàëüíîì,
âàðüèðóÿ äëèòåëüíîñòü è ôàçó äåéñòâóþùåãî íà àòîì èìïóëüñà, ìàòðèöó
P ìîæíî ìåíÿòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Â êâàíòîâîé èíôîðìàöèè óñòðîéñòâà, îáåñïå÷èâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
êóáèòîâ, íàçûâàþò ëîãè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè (ââåäåíû Äàâèäîì Äîé÷åì â
1985-1989 ãã.)5. Ìàòåìàòè÷åñêè îíè îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðà-
òîðàìè.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êóáèòà, ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîáîä-

íîé ýâîëþöèè àòîìà â îòñóòñòâèå îïòè÷åñêîãî ïîëÿ P̂ : |0〉 P−→ |0〉, |1〉 P−→
exp (iωt) |1〉 = exp (iθ) |1〉 (ôàçîâðàùàòåëü). Òîãäà ñîñòîÿíèå êóáèòà (ïî ïðî-
øåñòâèè âðåìåíè t) èçìåíèòñÿ â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ îïåðàöèè P(θ):

P̂ (θ) =

(
1 0
0 eiθ

)
. (6.4)

Â äðóãîì âèäå åãî ìîæíî çàïèñàòü òàê: P̂ (θ) = |0〉〈0|+ exp (iθ) |1〉〈1|.
Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå îñíîâíûå êâàíòîâûå ëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû:

1. Î ≡ |0〉〈0|+ |1〉〈1| ⇒
(

1 0
0 1

)
- òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

5Ðàçóìååòñÿ, ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ èçâåñòíû è äëÿ äðóãèõ ðåàëèçàöèé êóáèòîâ,
òàêèõ êàê ñïèíû èëè ôîòîíû.
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2. X̂ ≡ |0〉〈1|+ |1〉〈0| ⇒
(

0 1
1 0

)
- ëîãè÷åñêèé ýëåìåíò �ÍÅ�

3. Ẑ ≡ P̂ (π)⇒
(

1 0
0 −1

)
,

4. Ŷ ≡ X̂Ẑ ⇒
(

0 −1
1 0

)
,

5. Ĥ ≡ 1√
2

[(|0〉+ |1〉) 〈0|+ (|0〉 − |1〉) 〈1|]⇒
(

1 1
1 −1

)
- ëîãè÷åñêèé ýëå-

ìåíò Àäàìàðà
Âñå îíè � ò.í. îäíî-êóáèòîâûå îïåðàöèè, êîòîðûå äåéñòâóþò íà åäèíè÷-

íûé êóáèò. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêèõ áèòîâ ñóùåñòâóåò òîëüêî äâå
ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè: îïåðàöèè �òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ� è îòðè-
öàíèÿ �ÍÅ�. Â êâàíòîâîì ñëó÷àå, ïðè îïåðàöèè �ÍÅ� ñîñòîÿíèÿ |0〉 è |1〉 ìå-
íÿþòñÿ ìåñòàìè, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ àíàëîãèÿ ñ êëàññèêîé. Ïîñêîëüêó
òàêàÿ îïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ïàóëè σ̂x, òî îíà ÷àñòî îáîçíà-
÷àåòñÿ ñèìâîëîì X̂. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê îáîçíà÷åíèÿì Ẑ è Ŷ .

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûå ïðîöåäóðû ïðèãîòîâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íå ÿâëÿ-
þòñÿ èçìåðåíèåì ÷åãî-ëèáî, òàê ÷òî ýòè ïðîöåäóðû íå ýêâèâàëåíòíû, êàê
ýòî ÷àñòî ïîëàãàþò. Ñóùåñòâåííûì äîïóùåíèåì ÿâèëîñü êëàññè÷åñêîå îïè-
ñàíèå ëàçåðíîãî ïîëÿ, êîòîðîå èãðàåò ðîëü çàäàííîé âíåøíåé ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé íà àòîì. Êàê è ïðè îïèñàíèè èçìåðåíèÿ, íà ñòàäèè ïðèãîòîâëå-
íèÿ íåîáõîäèìî "ðóêîé"óñòàíîâèòü ðàçóìíóþ ãðàíèöó ìåæäó êëàññè÷åñêèì
è êâàíòîâûì ìèðàìè.

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæåíèå î êëàññè÷åñêîì õàðàêòåðå ïîëÿ îçíà÷àåò
ïðåíåáðåæåíèå ñïîíòàííûìè ïåðåõîäàìè ìåæäó óðîâíÿìè àòîìà, ÷òî äîïó-
ñòèìî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî êîðîòêîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà. Ó÷åò ñïîíòàííîãî
èçëó÷åíèÿ ïðèâåë áû ðåëàêñàöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû. Â ðåçóëüòàòå äîñòà-
òî÷íî äîëãîé ðåëàêñàöèè àòîì ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñíîâà îêàçûâàåòñÿ
â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

6.4 Êðèïòîãðàôèÿ. Êâàíòîâîå ðàñïðåäåëåíèå

êëþ÷à

Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà îïèñàííîì âûøå àïïàðàòå, ïîêà
îñòàþòñÿ íà óðîâíå ëàáîðàòîðíûõ îïûòîâ. Îäíàêî, îäíî èç ïðèëîæåíèé
êâàíòîâîé èíôîðìàöèè óæå íàøëî ïðèìåíåíèå â ïðàêòèêå. Ðå÷ü èäåò î
êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Êâàíòîâóþ êðèïòîãðàôèþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
èíòåðäèñöèïëèíàðíóþ îáëàñòü çíàíèÿ, òåõíîëîãèè è òåõíèêè, â êîòîðîé
ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îáåñïå÷åíèè ëåãèòèìíûõ ïîëüçîâàòåëåé èäåíòè÷íûìè
ñëó÷àéíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñèìâîëîâ ïîñðåäñòâîì ïåðåäà÷è êâàí-
òîâûõ ñîñòîÿíèé. Äàâàéòå âûÿñíèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò è ïî÷åìó
óïîìÿíóòàÿ çàäà÷à âàæíà äëÿ ïðàêòèêè.

Ê.Øåííîí ðàññìàòðèâàë øèôðîâàíèå (êîäèðîâàíèå) êàê îòîáðàæåíèå
èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ â êðèïòîãðàììó - çàøèôðîâàííîå ñîîáùåíèå:

C = Fi(M),

ãäå Ñ � êðèïòîãðàììà (îò coding), Fi � îòîáðàæåíèå, � èñõîäíîå ñîîáùå-
íèå (îò message), i - èíäåêñ, ñîîòâåòñòâóþùèé êîíêðåòíîìó èñïîëüçóåìîìó
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êëþ÷ó.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé øèôð, â êîòîðîì èñõîäíûé àëôàâèò ñîîáùå-

íèÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíàêîâ êëþ÷à è ìíîæåñòâîì çíàêîâ êðèïòî-
ãðàììû. (Ýòîò ñïîñîá øèôðîâàíèÿ áûë èçîáðåòåí Æèëüáåðîì Âåðíàìîì.)
Ïóñòü êîäèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì çàìåíû çíàêîâ èñõîäíîãî ñîîáùå-
íèÿ íà çíàêè êðèïòîãðàììû â çàâèñèìîñòè îò î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ ñèì-
âîëà êëþ÷à, êîòîðûé âûáèðàåòñÿ èç ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë
îò 0 äî 39. Òîãäà ñîîáùåíèå, êëþ÷ è êðèïòîãðàììà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíàêîâ îäíîãî è òîãî æå àëôàâèòà. Íàïðèìåð, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïðîñòîé àëôàâèò çàãëàâíûõ áóêâ ðóññêîãî ÿçûêà, ïðîáåëà è
íåñêîëüêèõ çíàêîâ ïðåïèíàíèÿ:

À Á Â . . . Ý Þ ß . , ! ? ;
00 01 02 31 32 33 34 35 36 37 38 39

Òàáëèöà 1. Ñîîòâåòñòâèå ñèìâîëîâ àëôàâèòà ÷èñëàì îò 00 äî 39

Äîïóñòèì, ìû õîòèì çàøèôðîâàòü ñîîáùåíèå �ÊÎÄ ÂÅÐÍÀÌÀ�. Çàïè-
øåì åãî â âåðõíåé ñòðîêå âñïîìîãàòåëüíîé òàáëèöû. Íèæå óêàæåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ÷èñëåííûå ñèìâîëû èç âåðõíåé òàáëèöû. Â òðåòüþ ñòðîêó ïîìå-
ñòèì ñëó÷àéíóþ âûáîðêó èç ñîðîêà ÷èñåë îò 00 äî 39. Â ïîñëåäíåé ñòðîêå
ïîìåñòèì ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ ñèìâîëîâ âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêè ïî
ìîäóëþ 40:

Ê Î Ä Â Å Ð Í À Ì À
10 14 04 34 02 05 16 13 00 12 00
15 04 13 28 11 09 38 30 02 24 05
25 18 17 22 13 14 14 03 02 36 05

Òàáëèöà 2. Ïðèìåð êîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ ¾ÊÎÄ ÂÅÐÍÀÌÀ¿ (ïåð-
âàÿ ñòðîêà), ïðåäñòàâëåííîãî íàáîðîì ÷èñåë (âòîðàÿ ñòðîêà), ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (òðåòüÿ ñòðîêà), è ðåçóëüòàò åãî êîäèðîâàíèÿ
(÷åòâåðòàÿ ñòðîêà).

Íàïðèìåð, ÷åòâåðòûé ñèìâîë �ïðîáåë� â ñîîáùåíèè èìååò ÷èñëîâîé êîä
�34�. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àéíîå ÷èñëî, âûïàâøåå íà ýòîò ñèìâîë, îêàçà-
ëîñü �28�. Òîãäà 34 + 28 = 62 = 40 + 22, ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê ïðè ñóììè-
ðîâàíèè ïî ìîäóëþ �40� ðàâåí 22. Òàêèì îáðàçîì, øèôðîâàíèå è äåøèôðî-
âàíèå ïî ðàññìîòðåííîìó àëãîðèòìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

M + k (mod40) = C.
C − k (mod40) = M .
Êëîä Øåííîí ïîêàçàë, ÷òî àíàëîãè÷íûé ìåòîä ñ êëþ÷åì, èìåþùèì òà-

êóþ æå äëèíó, êàê è ñàìî ñîîáùåíèå, îáåñïå÷èâàåò àáñîëþòíî çàùèùåí-
íóþ ïåðåäà÷ó, ïðè óñëîâèè ÷òî êëþ÷ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî ñëó÷àéíûì
è èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ðåçóëüòàò íå çà-
âèñèò îò âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè, äîñòóïíîé êðèïòîàíàëèòèêó. Øèôðû
òàêîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ áåçóñëîâíî ñòîéêèìè. Êðèïòîñèñòåìû, èñïîëüçóþ-
ùèì ðàâíîâåðîÿòíûé ñëó÷àéíûé êëþ÷, èìåþùèé äëèíó, ðàâíóþ äëèíå ñî-
îáùåíèÿ, íàçûâàþòñÿ îäíîðàçîâûìè áëîêíîòàìè. Íåñìîòðÿ íà îáåñïå÷åíèå
áåçóñëîâíîé ñåêðåòíîñòè, íà ïðàêòèêå òàêèå ñèñòåìû ïîëó÷èëè îãðàíè÷åí-
íîå ïðèìåíåíèå, ïîñêîëüêó òðåáóþò ïåðåäà÷è êëþ÷à áîëüøîãî îáúåìà äëÿ
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êàæäîãî íîâîãî ñîîáùåíèÿ. À äëÿ äëèííûõ êëþ÷åé ïðîöåäóðà èõ óïðàâëå-
íèÿ, âêëþ÷àþùàÿ èõ ãåíåðàöèþ, ïåðåäà÷ó è õðàíåíèå, êðàéíå óñëîæíÿåòñÿ.
Äðóãèì íåäîñòàòêîì êîäà Âåðíàìà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êëþ÷ äîëæåí èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü îäèí ðàç. Ïðè ïîâòîðíîì èñïîëüçîâàíèè çëîóìûøëåí-
íèê ìîæåò, çàïèñûâàÿ è ñðàâíèâàÿ îòäåëüíûå ÷àñòè êðèïòîãðàììû, âîññòà-
íîâèòü êàê ôðàãìåíòû îòêðûòîãî òåêñòà, òàê è ñàì êëþ÷.

Êðîìå òîãî, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé íåâîç-
ìîæíî îáåñïå÷èòü ñåêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷à ÷åðåç îòêðûòûé êàíàë
ñâÿçè, ò.ê. íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü îáíàðóæåíèå ïîïûòîê ïîäñëóøèâàíèÿ ïðè
ïåðåäà÷å êëþ÷à. Ïîýòîìó êðèïòîãðàììû ñ îäíîðàçîâûìè êëþ÷àìè íå ïî-
ëó÷èëè øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, èçâåñòíî äâà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàñïðåäåëåíèÿ
êëþ÷à. Ïåðâûé - ìàòåìàòè÷åñêèé - äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàå-
ìûõ äâóõêëþ÷åâûõ ïðîòîêîëîâ èëè êðèïòîãðàôèè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.
Îí èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè ïðè åå ïåðåäà÷å
â Èíòåðíåò. Âòîðîé ñïîñîá - ôèçè÷åñêèé - ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàí-
òîâîé êðèïòîãðàôèè. Ïîýòîìó èíîãäà êâàíòîâóþ êðèïòîãðàôèþ íàçûâàþò
êâàíòîâûì ðàñïðåäåëåíèåì êëþ÷åé (Quantum Key Distribution). Êâàíòî-
âàÿ êðèïòîãðàôèÿ ôàêòè÷åñêè îñíîâàíà íà ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííî-
ñòåé Ãåéçåíáåðãà: íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, êîòîðûì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû, íå èìåþò îáùåãî íà-
áîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, è íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èçìåðåíû. Òàêèì
îáðàçîì, â îñíîâå êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè ëåæàò çàêîíû ïðèðîäû, à íå âû-
÷èñëèòåëüíûå èëè ëþáûå äðóãèå âîçìîæíîñòè ëåãèòèìíûõ ïîëüçîâàòåëåé
èëè çëîóìûøëåííèêîâ.

 

Ðèñ. 6.3: Ñõåìà îáùåíèÿ ìåæäó ó÷àñòíèêàìè
ïðîòîêîëîâ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè.

Ïî ñëîæèâøåéñÿ òðà-
äèöèè, îñîáåííî â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå, ó÷àñò-
íèêîâ ïðîöåññà êîäèðîâà-
íèÿ/äåêîäèðîâàíèÿ íàçûâà-
þò Àëèñîé è Áîáîì. Êðî-
ìå òîãî, â êðèïòîãðàôèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêèé çëî-
óìûøëåííèê èëè ïîäñëó-
øèâàòåëü (eavesdropper) Åâà,
êîòîðûé âëàäååò ñîâðåìåí-
íûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðå-
ñóðñàìè, ïîëíîñòüþ îñâå-
äîìëåí îá èñïîëüçóåìûõ
êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäàõ,
àëãîðèòìàõ, ïðîòîêîëàõ, è ò.ä. è ïûòàåòñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñêîìïðîìåò-
ðèðîâàòü èõ. Ïîä êîìïðîìåòàöèåé ïîíèìàåòñÿ íåñàíêöèîíèðîâàííîå ÷òåíèå
çàêðûòîé èíôîðìàöèè, åå ìîäèôèêàöèÿ è ò.ä. Âñå ýòè äåéñòâèÿ ïîäñëóøè-
âàòåëÿ Åâû íàçûâàþòñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîé àòàêîé.

Èäåÿ êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îðàíèçîâàòü ïå-
ðåäà÷ó äàííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè êðèïòîãðàôè÷åñêîé àòàêå Åâà
íåèçáåæíî âíîñèëà â ïåðåäàâàåìûé ñèãíàë èçìåíåíèÿ. Ïîä ñëîâîì �íåèç-
áåæíî� ïîíèìàåòñÿ �âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé� � íàïðè-
ìåð, èçìåðåíèå èìïóëüñà êâàíòîâîé ÷àñòèöû íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ïîÿâ-
ëåíèþ íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòû. Ïîÿâëåíèå èñêàæåíèé ïåðåäàâàåìûõ
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äàííûõ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü è ïðåêðàòèòü ïåðåäà÷ó äî îáíàðóæåíèÿ è
óñòðàíåíèÿ ïîäñëóøèâàþùåé àïïàðàòóðû.

Îñíîâîïîëàãàþùåé ÿâëÿåòñÿòåîðåìà î çàïðåòå êëîíèðîâàíèÿ : íåèç-
âåñòíîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå íåëüçÿ ñêîïèðîâàòü, ñîõðàíèâ èñõîäíîå ñîñòî-
ÿíèå íåèçìåííûì. Óíèòàðíîñòü ýâîëþöèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
äåëàåò òàêîé ïðîöåññ âîçìîæíûì òîëüêî ïðè èñêàæåíèè êîïèðóåìîãî ñî-
ñòîÿíèÿ6. Áîëåå òîãî, ÷åì áîëüøå èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè èçâëåêàåòñÿ â
ïðîöåññå êîïèðîâàíèÿ, òåì áîëüøåå èñêàæåíèå âíîñèòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿ-
íèå. Ýòà òåîðåìà ëåæèò â îñíîâå êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè. Äåéñòâèòåëüíî,
èñêàæåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäèò ê ñòàòèñòè÷åñêèì îøèáêàì, ïðîÿâëÿþùèìè-
ñÿ íà îïðåäåëåííîì ýòàïå âûïîëíåíèÿ ïðîòîêîëà êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè.
Àíàëèç ýòèõ îøèáîê ïîçâîëÿåò ëåãèòèìíûì ïîëüçîâàòåëÿì ñäåëàòü âûâîä î
íåñàíêöèîíèðîâàííîì âòîðæåíèè â ëèíèþ ñâÿçè è ëèáî èñïðàâèòü èõ, ëèáî
ïðåðâàòü ñåàíñ ñâÿçè.

Êîäèðîâàíèå èíôîðìàöèè â êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ âïåðâûå áûëî ïðåä-
ëîæåíî â ðàáîòàõ Ñòåôàíà Âèçíåðà, à òàêæå ×àðëüçà Áåííåòà è Æèëÿ
Áðàññàðäà. Èõ èäåÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî ïàññèâíûé ïîäñëóøèâàòåëü íå ìî-
æåò äîñòîâåðíî ðàçëè÷èòü íåîðòîãîíàëüíûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ (íàçîâåì
èõ |ψ〉 è |ϕ〉), åñëè îí íå çíàåò áàçèñà, â êîòîðîì òå áûëè ïðèãîòîâëåíû. Íà
ýòîì ýòàïå ïðîÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåæäó êëàññè÷åñêèìè è
êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Åâà íàñòðàè-
âàåò ñâîé èçìåðÿþùèé ïðèáîð â íåêîì èñõîäíîì ñîñòîÿíèè |m〉. Åå öåëü �
ðàçëè÷èòü ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 è |ϕ〉, íå âîçìóùàÿ èõ. Åå äåéñòâèÿ áóäóò îïèñû-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä âõîäíûìè ñîñòîÿ-
íèÿìè:
|ψ〉|m〉 U−→ |ψ〉|m1〉,
|ϕ〉|m〉 U−→ |ϕ〉|m2〉.
Óíèòàðíîñòü ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîýòîìó
〈ψ | ϕ〉U†U〈m | m〉 = 〈ψ | ϕ〉〈m1 | m2〉,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
〈m1 | m2〉 = 1.
Ýòî ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå èçìåðèòåëüíîãî ïðè-

áîðà Åâû îäíî è òî æå. Åâà íå âîçìóòèëà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, íî îíà è íå
ïîëó÷èëà íèêàêîé èíôîðìàöèè î íèõ. Ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå îáùåå
èçìåðåíèå, êîãäà Åâà âîçìóùàåò ñâîèì ïðèáîðîì èñõîäíûå ñîñòîÿíèÿ:
|ψ〉 → |ψ′〉, |ϕ〉 → |ϕ′〉
Òîãäà â ðåçóëüòàòå åå äåéñòâèé:
|ψ〉|m〉 → |ψ′〉|m1〉,
|ϕ〉|m〉 → |ϕ′〉|m2〉.
È îïÿòü, â ñèëó óíèòàðíîñòè, ïîëó÷àåì:
〈ψ | ϕ〉 = 〈ψ′ | ϕ′〉〈m1 | m2〉.
Íàèëó÷øàÿ ñèòóàöèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ Åâû âîçíèêàåò, êîãäà ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå 〈m1 | m2〉 ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî ïðîèñõîäèò
ïðè óñëîâèè
〈ψ′ | ϕ′〉 = 1,
(òàê êàê 〈ψ | ϕ〉 = const 6= 0). Ïðè ýòîì îíà ïîëó÷àåò ìàêñèìàëüíóþ

6Ïðîöåäóðà êîïèðîâàíèÿ ñ ðàçðóøåíèåì èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé

òåëåïîðòàöèåé.
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âîçìîæíîñòü ðàçëè÷èòü äâà ñîñòîÿíèÿ ñâîåãî ïðèáîðà, íî äâà èñõîäíî íåîð-
òîãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåðàçëè÷èìûìè.

Èòàê, êâàíòîâàÿ êðèïòîãðàôèÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòü îäíó èç ïðîáëåì êëàñ-
ñè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè, à èìåííî - ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷åé ñ ïîñëåäóþùèì
øèôðîâàíèåì â ðåæèìå îäíîðàçîâîãî áëîêíîòà. Òåì ñàìûì, îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ áåçóñëîâíàÿ ñåêðåòíîñòü ïðè îáìåíå èíôîðìàöèåé ìåæäó ëåãèòèìíûìè
ïîëüçîâàòåëÿìè. Ïðè ýòîì, êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçóñëîâ-
íîé ñåêðåòíîñòè íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü òðåì óñëîâèÿì:

- ñîîáùåíèå øèôðóåòñÿ êëþ÷îì, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, íàïðèìåð, íóëåé è åäèíèö;

- äëèíà êëþ÷à äîëæíà áûòü íå ìåíüøå äëèíû ñîîáùåíèÿ;
- êëþ÷ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.
Êðîìå êâàíòîâîãî êàíàëà ñâÿçè, ïî êîòîðîìó ïåðåäàþùàÿ è ïðèíèìàþ-

ùàÿ ñòîðîíû îáìåíèâàþòñÿ êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè � ëèáî ïî âîëîêîííîé
îïòè÷åñêîé ëèíèè ñâÿçè, ëèáî ÷åðåç àòìîñôåðó, âàæíî, ÷òî íåîòúåìëåìûì
àòðèáóòîì ÊÊ ÿâëÿåòñÿ ò.í. ¾îòêðûòûé¿ êàíàë ñâÿçè. Êàíàë íàçûâàåòñÿ
îòêðûòûì, åñëè ïåðåäàâàåìàÿ ïî íåìó èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü äîñòóï-
íà ëþáîìó ó÷àñòíèêó ïðîòîêîëà, â òîì ÷èñëå çëîóìûøëåííèêó. Âàæíûì
óñëîâèåì èñïîëüçîâàíèÿ îòêðûòîãî êàíàëà â ÊÊ ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü
èçìåíèòü ïåðåäàâàåìóþ ïî íåìó èíôîðìàöèþ. Òàêèì êàíàëîì ìîæåò âû-
ñòóïàòü, íàïðèìåð, èíòåðíåò.

6.5 Ïðîòîêîë ÂÂ84

Ïîä ïðîòîêîëîì â êðèïòîãðàôèè ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü äåéñòâèé (òàêèõ
êàê èíñòðóêöèè, êîìàíäû, âû÷èñëåíèÿ, àëãîðèòìû), âûïîëíÿåìûõ â çàäàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóìÿ èëè áîëåå ëåãèòèìíûìè ñóáúåêòàìè ñ öåëüþ
äîñòèæåíèÿ íåêîåãî ðåçóëüòàòà.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ïðîòîêîëîâ ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íà îñíîâå äèñ-
êðåòíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Íàèáîëåå èçâåñòíûé èç íèõ - ÂÂ84. Â íåì èñ-
ïîëüçóåòñÿ äâà (èëè, â îáùåì ñëó÷àå, òðè) âçàèìíî-íåñìåùåííûõ áàçèñà, ñî-
ñòîÿùèõ èç ïàðû îðòîãîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Îíè îáðàçîâàíû ïàðàìè îðòî-
ãîíàëüíûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ âåêòîðîâ: â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå: (|l〉 ≡ |V 〉, |↔〉 ≡ |H〉),
â äèàãîíàëüíîì áàçèñå:

(
|↗↙〉 ≡ 1√

2
{|H〉+ |V 〉} , |↘↖〉 ≡ 1√

2
{|H〉 − |V 〉}

)
. Ïðî-

òîêîë âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû, êîòîðûå ïðîèëëþñòðèðîâàíû â òàáëèöå
3:

1. Ââîäèòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ìåæäó äåéñòâèÿìè Àëèñû è Áîáà, ò.å. êàæ-
äûé èç íèõ çíàåò íàâåðíÿêà, â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ïîñûëàåòñÿ ñî-
ñòîÿíèå;

2. Àëèñà âûáèðàåò ñëó÷àéíûé ìàññèâ áèòîâ (÷åðåäîâàíèå 0 èëè 1 â ìî-
ìåíòû, îãîâîðåííûå ñèíõðîíèçàöèîííûì ïðîòîêîëîì);

3. Àëèñà âûáèðàåò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîëÿðèçàöèîííûõ)
áàçèñîâ � ÷åðåäîâàíèå ëèáî ëàáîðàòîðíîãî, ëèáî äèàãîíàëüíîãî;

4. Àëèñà ïîñûëàåò Áîáó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîòîíîâ, êîäèðóÿ ïîëÿðè-
çàöèþ êàæäîãî ôîòîíà, èñõîäÿ èç ìàññèâà áèòîâ è ïîëÿðèçàöèîííîãî
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áàçèñà: êàæäûé ôîòîí èìååò îïðåäåëåííóþ ïîëÿðèçàöèþ è îïèñûâà-
åòñÿ îäíèì èç ÷åòûðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Íàïðèìåð, åäèíèöå ñîîò-
âåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿ |l〉, |↘↖〉, à íóëþ � ñîñòîÿíèÿ |↔〉 è |↗↙〉 â ëàáîðà-
òîðíîì è äèàãîíàëüíîì áàçèñàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

5. Áîá ïðèíèìàåò (èçìåðÿåò) ïîñëàííûå Àëèñîé ôîòîíû â îäíîì èç äâóõ
áàçèñîâ. Ïðè÷åì âûáîð áàçèñà � ñëó÷àåí. Áîá èíòåðïðåòèðóåò ðåçóëü-
òàòû ñâîèõ èçìåðåíèé â áèíàðíîì ïðåäñòàâëåíèè, ò.å. ïîëüçóÿñü òåì
æå ïðàâèëîì, ÷òî è Àëèñà: ¾0¿ - |↔〉, |↗↙〉 è ¾1¿ - |l〉, |↘↖〉. Çàìåòèì,
÷òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðèè èçìåðåíèé, Áîá ïîëíîñòüþ òåðÿåò èíôîð-
ìàöèþ î ñîñòîÿíèè ôîòîíà, ïîëÿðèçîâàííîãî â ëàáîðàòîðíîì áàçèñå,
èçìåðÿÿ åãî â äèàãîíàëüíîì áàçèñå è, íàîáîðîò. Ñëåäîâàòåëüíî, Áîá
ïîëó÷àåò äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ôîòîíîâ òîëüêî â ïî-
ëîâèíå âñåõ ñëó÷àåâ � êîãäà âûáðàííûé èì áàçèñ ñîâïàë ñ áàçèñîì
Àëèñû, ò.å. êîãäà èçìåðåíèå äàåò äåòåðìèíèðîâàííûé ðåçóëüòàò. Åñëè
ïîäñëóøèâàíèÿ íå áûëî, òî â îñòàâøåéñÿ ïîëîâèíå ñëó÷àåâ Àëèñà è
Áîá èìåþò íåêîððåëèðîâàííûå ðåçóëüòàòû. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñðåäíåì,
Áîá ïîëó÷àåò ìàññèâ áèòîâ ñ 25%-ûì ñîäåðæàíèåì îøèáîê. Ýòîò ìàñ-
ñèâ íàçûâàåòñÿ ñûðûì êëþ÷îì. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî
÷àñòü ôîòîíîâ òåðÿåòñÿ ïðè ïåðåäà÷å. Ïðàêòè÷åñêè, óðîâåíü òåõíè÷å-
ñêèõ îøèáîê â êâàíòîâûõ ïðîòîêîëàõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñîñòàâëÿåò
íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ (â îòëè÷èå îò óðîâíÿ 10−9, äîñòèæèìîãî â ñî-
âðåìåííûõ îïòîòåëåêîììóíèêàöèîííûõ ëèíèÿõ ñâÿçè). Ýòîò óðîâåíü
íàçûâàåòñÿ Quantum Bit Error Rate (QBER).

6. Ïðîèñõîäèò îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïî îòêðûòîìó êàíà-
ëó ñâÿçè, ïðè÷åì è Àëèñà, è Áîá ïðåäïîëàãàþò, ÷òî èõ ìîãóò ïîä-
ñëóøàòü, íî íå ïåðåõâàòèòü èëè èçìåíèòü ðåçóëüòàòû. Ñíà÷àëà îíè
îïðåäåëÿþò, êàêèå èç ôîòîíîâ áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû Áîáîì. Çàòåì,
îïðåäåëÿþò, â êàêèõ ñëó÷àÿõ Áîá óãàäàë áàçèñ: Áîá ñîîáùàåò áàçèñ,
â êîòîðîì ïðîèçâîäèëîñü èçìåðåíèå, íî íå ñîîáùàåò ñàì ðåçóëüòàò.
Îñòàâëÿþòñÿ òîëüêî òå ñîáûòèÿ, äëÿ êîòîðûõ áàçèñû Àëèñû è Áî-
áà ñîâïàëè. Ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ 50% èíôîðìàöèè � êîãäà Áîá íåâåðíî
óãàäàë áàçèñ. Àëèñà è Áîá ñ÷èòàþò, ÷òî â ñëó÷àÿõ, êîãäà Áîá óãàäàë
áàçèñ, áèòû, çàêîäèðîâàííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè ôîòîíàìè, ïåðåäàíû
ïðàâèëüíî. Çàìåòèì, ÷òî ïî îòêðûòîìó êàíàëó èíôîðìàöèÿ î ñàìîé
ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèòîâ, ïîñûëàåìûõ Àëèñîé, íå ïåðåäà-
åòñÿ � âûâîä äåëàåòñÿ òîëüêî íà îñíîâå òåîðèè êâàíòîâûõ èçìåðåíèé.
Êàæäûé èç ïåðåäàííûõ òàêèì îáðàçîì ôîòîíîâ â ïðàâèëüíîì áàçèñå
íåñåò îäèí áèò èíôîðìàöèè. Â èòîãå ó Áîáà îñòàåòñÿ áîëåå êîðîòêèé
ìàññèâ áèòîâ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîñåÿííûì êëþ÷îì.

7. Çàòåì Àëèñà è Áîá ïðîâåðÿþò, áûëè ëè ïîïûòêè ïîäñëóøèâàíèÿ âî
âðåìÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷à. Äëÿ ýòîãî îíè ñðàâíèâàþò íåêîòîðûå
áèòû, êîòîðûå, êàê îíè ñ÷èòàþò, áûëè ðàñïðåäåëåíû ïðàâèëüíî, ïî
îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè. Ïîçèöèè áèòîâ ïî øêàëå ñèíõðîíèçàöèîí-
íîãî ïðîòîêîëà äîëæíû âûáèðàòüñÿ ñëó÷àéíî, íî îäèíàêîâî, ñêàæåì,
ñðàâíèâàÿ êàæäûé òðåòèé áèò. Åñëè îñóùåñòâëÿëîñü ïîäñëóøèâàíèå,
òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 50% áèòû Àëèñû è Áîáà, êîòîðûå äîëæíû áûëè
ñîâïàäàòü, ðàçëè÷àþòñÿ. Èñïîëüçîâàííûå äëÿ ñðàâíåíèÿ áèòû âûáðà-
ñûâàþòñÿ èç èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, è îíà ñîêðàùàåòñÿ. Åñëè
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ñðàâíåíèå íå îáíàðóæèâàåò ðàçíèöû, òî Àëèñà è Áîá äåëàþò âûâîä,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå êëþ÷à ïðîèçîøëî ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ íàäåæíîñòè
(ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòü íå îáíàðóæèòü ïîäñëóøèâàíèÿ, íî
ïðè ýòîì ó ïîäñëóøèâàòåëÿ îêàæåòñÿ ìàëî èíôîðìàöèè).

8. Ïîñëåäíèé øàã ïðîòîêîëà êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû, èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû, èñïðàâèòü îøèáêè (error
correction) è óìåíüøèòü èíôîðìàöèþ, äîñòóïíóþ Åâå. Ïîñëåäíÿÿ ïðî-
öåäóðà íàçûâàåòñÿ óñèëåíèåì ñåêðåòíîñòè (privacy ampli�cation). Ïðî-
ñòåéøàÿ ïðîöåäóðà êîððåêöèè îøèáîê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Àëèñà
ñëó÷àéíî âûáèðàåò ïàðû áèòîâ è ïðîèçâîäèò íàä íèìè ëîãè÷åñêóþ
îïåðàöèþ XOR. Áîá âûïîëíÿåò òàêóþ æå îïåðàöèþ íàä ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ñâîèìè áèòàìè. Åñëè ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò, îíè ñîõðàíÿþò ïåð-
âûé èç äâóõ áèòîâ è óíè÷òîæàþò âòîðîé � ïîñêîëüêó ñàìà ïðîöåäóðà
ïðîèñõîäèò ïî îòêðûòîìó êàíàëó è ðåçóëüòàò äîñòóïåí Åâå. Åñëè ðå-
çóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ � îáà áèòà âûêèäûâàþòñÿ (íà ïðàêòèêå èñïîëü-
çóåòñÿ áîëåå ñëîæíûé àëãîðèòì). Ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû Àëèñà è Áîá
èìåþò îäèíàêîâûå êîïèè êëþ÷à, íî ó Åâû âñå æå ìîæåò îñòàòüñÿ íåêî-
òîðàÿ èíôîðìàöèÿ î íåì, ïîýòîìó âñòóïàþò â ñèëó ïðîòîêîëû óñèëå-
íèÿ ñåêðåòíîñòè. Ýòè êëàññè÷åñêèå ïðîòîêîëû ðàáîòàþò ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Àëèñà îïÿòü âûáèðàåò ñëó÷àéíî ïàðû áèòîâ è âû÷èñëÿåò èõ
ñóììó ïî ìîäóëþ 2 (XOR). Íî â îòëè÷èå îò ïðîöåäóðû êîððåêöèè
îøèáîê, îíà íå ñîîáùàåò ýòî çíà÷åíèå. Îíà ëèøü îãëàøàåò, êàêèå áè-
òû áûëè âûáðàíû, íàïðèìåð, ïîä íîìåðàìè 103 è 539. Çàòåì Àëèñà è
Áîá çàìåíÿþò äâà áèòà íà ðåçóëüòàò îïåðàöèè XOR. Òàêèì îáðàçîì,
Àëèñà è Áîá óêîðà÷èâàþò ñâîè êëþ÷è. Åñëè Åâå äîñòóïíà ëèøü ÷àñòü
èíôîðìàöèè î äâóõ áèòàõ, òî åå èíôîðìàöèÿ î ðåçóëüòàòå âûïîëíå-
íèÿ îïåðàöèè XOR áóäåò åùå ìåíüøå. Èòàê, åñëè âåðîÿòíîñòü îøèáîê
íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû (â íåðåëÿòèâèñòñêèõ
ñõåìàõ ïðåäåë, ïî-âèäèìîìó, ñîñòàâëÿåò 11%, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ ïîòå-
ðÿìè â îïòè÷åñêîì âîëîêíå), òî äàëåå âîçìîæíà êîððåêöèÿ îøèáîê
â íåðàñêðûòîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè êëàññè÷åñêèõ êîäîâ è äàëüíåéøåå
ñæàòèå êëþ÷à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à.

9. Âêëþ÷àåòñÿ àáñîëþòíî ñòîéêèé ïðîòîêîë îäíîðàçîâîãî áëîêíîòà ÷å-
ðåç îòêðûòûé êàíàë ñâÿçè.

10. Âåñü ïðîòîêîë ïîâòîðÿåòñÿ êàæäûé ðàç ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîñûëêè
î÷åðåäíîãî ñîîáùåíèÿ.
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ÏÅÐÅÄÀ×À

ÊÂÀÍÒÎ-

ÂÛÕ ÄÀÍ-

ÍÛÕ

ÀËÈÑÀ

Ñëó÷àéíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü áè-
òîâ ó Àëèñû

0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0

Áàçèñ, ñëó÷àé-
íî âûáèðàåìûé
Àëèñîé

D R D R R R R R D D R D D D R D R R D

Ñîñòîÿíèå, êî-
òîðîå ïîñûëàåò
Àëèñà

↗↙ l ↘↖ ↔ l l ↔ ↔ ↘↖ ↗↙ l ↘↖ ↗↙ ↗↙ l ↘↖ ↔ l ↗↙

ÁÎÁ

Áàçèñ, ñëó÷àé-
íî âûáèðàåìûé
Áîáîì

R D D R R D D R D R D D D D R R R D D

Áèòû, ðåãèñòðè-
ðóåìûå Áîáîì
(ñûðîé êëþ÷)

1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0

Ó÷åò òåõíè÷åñêèõ
ïîòåðü

1 × 1 × 1 1 0 0 × 1 1 1 × 0 1 × 0 0 0

ÎÒÊÐÛÒÎÅ

ÎÁÑÓÆÄÅ-

ÍÈÅ

Áîá ñîîáùàåò áà-
çèñ, â êîòîðîì çà-
ðåãèñòðèðîâàí áèò

R D R D D R × R D D × D R × R D D

Àëèñà ñîîáùà-
åò, êàêîé áàçèñ
ñîâïàäàåò ñ åå
áàçèñîì

- Äà Äà - - Äà - - - Äà Äà Äà Äà Äà - Äà

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ
ðàñïðåäåëåííàÿ
èíôîðìàöèÿ -
ïðîñåÿííûé
êëþ÷

1 1 0 1 0 1 0 0

ÊÎÐÐÅÊÖÈß

ÎØÈÁÎÊ

Áîá ñîîáùàåò ñëó-
÷àéíî âûáðàííûå
áèòû

1 1 0

Àëèñà ñðàâíèâàåò
èõ ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ñâîèìè

Äà Äà Äà

ÈÒÎÃ

Ðàñïðåäåëåííûé

êëþ÷

1 0 1 0 0
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Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå äëÿ ïåðåäà÷è êâàíòîâûõ áèòîâ è îáìåíà êëàñ-
ñè÷åñêèìè ñîîáùåíèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäèí è òîò æå êàíàë ñâÿçè.

Âêðàòöå ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ïîïûòêå ïîäñëóøèâàòåëÿ (Åâû)
èçâëå÷ü ÷àñòü èíôîðìàöèè. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ àòàêó ¾ïåðåõâàò-ïåðåñûëêà¿
â ïðîòîêîëå ÂÂ84. Ýòà àòàêà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî Åâà ñëó÷àéíî âûáèðàåò
îäèí èç äâóõ èçìåðèòåëüíûõ áàçèñîâ, ïðîèçâîäèò èçìåðåíèå è ïåðåïîñûëà-
åò Áîáó òî ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îíà èçìåðèëà. Â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ îíà ïðà-
âèëüíî óãàäûâàåò áàçèñ, ïðîèçâîäèò àäåêâàòíîå èçìåðåíèå, è ïåðåïîñûëàåò
ñîîòâåòñòâóþùåå ¾ïðàâèëüíîå¿ ñîñòîÿíèå Áîáó. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäñëóøè-
âàòåëü îñòàåòñÿ íåçàìå÷åííûì è èçâëåêàåò âñþ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè.
Îäíàêî â äðóãîé ïîëîâèíå ñëó÷àåâ Åâà íåïðàâèëüíî âûáèðàåò áàçèñ è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñûëàåò ¾íåïðàâèëüíîå¿ ñîñòîÿíèå, êîòîðîå, áóäó÷è èçìåðåíî
â ¾ïðàâèëüíîì¿ áàçèñå, äàñò îøèáêó ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5 ∗ 0.5 = 0.25. Ýòà
îøèáêà âûÿâëÿåòñÿ ïîñëå ïðîöåäóðû ñðàâíåíèÿ áàçèñîâ. Êàê âèäíî, îíà áî-
ëåå ÷åì â äâà ðàçà ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêèé óðîâåíü ýòîãî ïðîòîêîëà 0.11.

Ê ïðîáëåìàì êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè ñëåäóåò îòíåñòè íàëè÷èå ïîòåðü
â îïòè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ, ôëóêòóàöèè èõ ïàðàìåòðîâ ïîä âíåøíèì âîçäåé-
ñòâèåì, ïðèñóòñòâèå òåìíîâûõ îòñ÷åòîâ â èñïîëüçóåìûõ îäíîôîòîííûõ äå-
òåêòîðàõ è äð. Òåõíè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì ñîñòîèò â èñïîëü-
çîâàíèè ýëåìåíòîâ êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû áîëåå âûñîêîãî êà÷åñòâà.
Ôèçè÷åñêèé ïóòü ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå íîâûõ ïðîòîêîëîâ, îáëàäàþùèõ áî-
ëåå âûñîêèì óðîâíåì êðèòè÷åñêîé îøèáêè.

6.6 Ïàðàäîêñ ÝÏÐ. Êîïåíãàãåíñêàÿ èíòåðïðå-

òàöèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè

Â 1927 ãîäó Àëüáåðò Ýéíøòåéí âûñòóïèë ïðîòèâ âåðîÿòíîñòíîé òðàêòîâêè
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïðèíàäëåæàùåé Íèëüñó Áî-
ðó è Ìàêñó Áîðíó. Õîðîøî èçâåñòíà åãî ôðàçà ¾Áîã íå èãðàåò â êîñòè¿.
Â 1935 ãîäó Ýéíøòåéí âìåñòå ñ Ïîäîëüñêèì è Ðîçåíîì íàïèñàë ñòàòüþ,
â êîòîðîé áîëåå ïîäðîáíî àðãóìåíòèðîâàë íåïîëíîòó êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Ñôîðìóëèðîâàííûé â ñòàòüå ïàðàäîêñ íîñèò íàçâàíèå ïàðàäîêñà ÝÏÐ. Â
ïîñëåäîâàâøåé çà ýòèì äâàäöàòèëåòíåé äèñêóññèè Ýéíøòåéíà è Áîðà âûðà-
áîòàëàñü îáùåïðèíÿòàÿ ñåãîäíÿ êîïåíãàãåíñêàÿ7 èíòåðïðåòàöèÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè.

Íåîáõîäèìîñòü êàêîé-ëèáî èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè âûòåêà-
åò èç òîãî, ÷òî ñàì ïî ñåáå àïïàðàò êâàíòîâîé ìåõàíèêè îïèñûâàåò òîëüêî
ýâîëþöèþ êâàíòîâîé ñèñòåìû, íî íå âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ
êëàññè÷åñêèì íàáëþäàòåëåì â ïðîöåññå èçìåðåíèÿ. Ëþáîå èçìåðåíèå ïðåä-
ïîëàãàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàíòîâûì îáúåêòîì è êëàññè÷åñêîé èçìå-
ðèòåëüíîé ñèñòåìîé (ïîïûòêà êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ÷àñòè èç-
ìåðèòåëüíîé ñèñòåìû âñåãî-íàâñåãî ñìåñòèò ãðàíèöó ìåæäó êâàíòîâûìè è
êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè). Â 1932 ãîäó ôîí Íåéìàí ñôîðìóëèðîâàë ïîñòó-
ëàò ðåäóêöèè, êîòîðûé àäåêâàòíî îïèñûâàåò èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ êâàíòî-
âîé ñèñòåìû â ìîìåíò èçìåðåíèÿ: åñëè â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìîé
A ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ÑÇ λ ýðìèòîâà îïåðàòîðà Â, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ñèñòåìû ìãíîâåííî ðåäóöèðóåòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ÑÔ |ϕλ〉îïåðàòîðà Â.

7Â Êîïåíãàãåíå æèë è ðàáîòàë Íèëüñ Áîð.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò ïðîåêòèðîâàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû
íà ÑÔ |ϕλ〉: |ψ〉 → P̂λ|ψ〉 = 〈ϕλ|ψ〉 |ϕλ〉. Ñ òåõ ïîð ïîñòóëàò ðåäóêöèè ôîí
Íåéìàíà ñòàë îäíèì èç âàæíûõ ýëåìåíòîâ êîïåíãàãåíñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Êðîìå òîãî, èíòåðïðåòàöèÿ íåêîåé òåîðèè äîëæíà îïðåäåëÿòü, íà êàêèå
âîîáùå âîïðîñû äàííàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò îòâå÷àòü. Ñîãëàñíî êîïåíãàãåí-
ñêîé èíòåðïðåòàöèè, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà îòâå÷àåò íà âîïðîñû òèïà '÷òî
áóäåò, åñëè. . . '. Íàïðèìåð, ÷òî áóäåò, åñëè ìû ïðèãîòîâèì íåêóþ êâàíòî-
âóþ ñèñòåìó çàäàííûì îáðàçîì, ïîäåéñòâóåì íà íåå íåêèì âíåøíèì ïîëåì
è èçìåðèì íåêóþ íàáëþäàåìóþ. À âîò íà âîïðîñû 'êàê óñòðîåíî íà ñàìîì
äåëå' - íàïðèìåð, '÷òî òàêîå ôîòîí' è '÷åìó ðàâíà êàêàÿ-òî âåëè÷èíà äî
òîãî, êàê åå èçìåðèëè' - êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà íå îòâå÷àåò, è ëó÷øå òàêèå
âîïðîñû âîîáùå íå çàäàâàòü.

Â ñâîåé ïåðâîíà÷àëüíîé òðàêòîâêå ïàðàäîêñ ÝÏÐ âûãëÿäåë ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ðàññìîòðèì ïðîöåññ, â êîòîðîì íåêàÿ ÷àñòèöà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
äðóãèõ. Ïî çàêîíó î ñîõðàíåíèè èìïóëüñîâ èõ èìïóëüñû æåñòêî ñâÿçàíû.
Èçìåðÿÿ èìïóëüñ îäíîé ÷àñòèöû, ìû òåì ñàìûì óçíàåì èìïóëüñ äðóãîé ÷à-
ñòèöû. Òåïåðü èçìåðèâ êîîðäèíàòó âòîðîé ÷àñòèöû, ìû òåì ñàìûì èçìåðèì
îäíîâðåìåííî è åå êîîðäèíàòó, è èìïóëüñ, òîãäà êàê â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìå-
õàíèêè îäíîâðåìåííîå èçìåðåíèå íåêîììóòèðóþùèõ âåëè÷èí íåâîçìîæíî.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîïåíãàãåíñêîé èíòåðïðåòàöèè ïàðàäîêñà íåò � ïðè èç-
ìåðåíèè êîîðäèíàòû âòîðîé ÷àñòèöû ìû èçìåíèì åå ñîñòîÿíèå, è äàæå åñëè
ðàíåå îíà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ñ ôèêñèðîâàííûì èìïóëüñîì � ýòî ñîñòî-
ÿíèå áûëî íàìè áåçíàäåæíî èñïîð÷åíî.

Ïðîáëåìà äàííîé äèñêóññèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äîëãîå âðåìÿ îíà
ëåæàëà â îáëàñòè ôèëîñîôñêèõ âîççðåíèé íà òåîðèþ, íèêàê íå ïðîÿâëÿþ-
ùèõñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Â 1951 ãîäó Äýâèäîì Áîìîì áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò
ïàðàäîêñà ÝÏÐ, ïðèáëèæàþùèé åãî ê ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå. Âìåñòî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ ñïèíà ÷àñòèö, ïîçâîëÿþùèé ñîçäàòü ñèñòåìó äâóõ êîððåëèðîâàííûõ
ýëåêòðîíîâ ñ ñóììàðíûì ñïèíîì, ðàâíûì íóëþ. Åñëè îáîçíà÷èòü ñîñòîÿíèå
ýëåêòðîíà ñî ñïèíîì, íàïðàâëåííûì ââåðõ, âîëíîâîé ôóíêöèåé |u〉, à ñî ñïè-
íîì, íàïðàâëåííûì âíèç - |d〉, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ áóäåò
èìåòü âèä |ψ〉 = (|u, d〉 − |d, u〉)/

√
2 . Îñîáåííîñòü ýòîé âîëíîâîé ôóíêöèè â

òîì, ÷òî åå íåëüçÿ çàïèñàòü êàê ïðîèçâåäåíèå âîëíîâûõ ôóíêöèé ïåðâîãî
è âòîðîãî ýëåêòðîíà. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþò ¾ïåðåïóòàííûìè¿.

Â äàëüíåéøåì ÷àùå ðàññìàòðèâàëñÿ àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò, â êî-
òîðîì âìåñòî ýëåêòðîíîâ ðàññìàòðèâàëèñü îäíîâðåìåííî èñïóùåííûå ôî-
òîíû ñ îðòîãîíàëüíûìè ïîëÿðèçàöèÿìè. Òàêèå ôîòîíû ìîãóò âîçíèêàòü
â ðåçóëüòàòå äâóõôîòîííîãî èçëó÷åíèÿ èëè ïðè ñïîíòàííîì ïàðàìåòðè÷å-
ñêîì ðàññåÿíèè (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïàðà êîððåëèðîâàííûõ ôîòîíîâ íîñèò
íàçâàíèå áèôîòîíà). Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áèôîòîíà ïî-ïðåæíåìó èìååò âèä
|ψ〉 = (|V,H〉 − |H,V 〉)/

√
2 , ãäå |V 〉 - âåðòèêàëüíî, à |H〉 - ãîðèçîíòàëüíî

ïîëÿðèçîâàííûé ôîòîí, è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà: åñëè ðàññìàòðèâàòü
ïîëÿðèçàöèþ îòíîñèòåëüíî îñè, íàêëîíåííîé íà 45◦, òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
èìååò âèä |ψ〉 = (|+,−〉 − |−,+〉)/

√
2 , ãäå |+〉 - ôîòîí ñ ïîëÿðèçàöèåé ïîä

45◦, à |−〉 - îðòîãîíàëüíûé åìó ôîòîí ñ ïîëÿðèçàöèåé ïîä −45◦.
Ñîãëàñíî ïîñòóëàòó ôîí Íåéìàíà ïðè èçìåðåíèè ïîëÿðèçàöèè îäíîãî

ôîòîíà ïðîèñõîäèò ðåäóêöèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, è âòîðîé ôîòîí îêàçûâà-
åòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ôèêñèðîâàííîé ïîëÿðèçàöèåé. Îäíàêî ê ìîìåíòó èçìå-
ðåíèÿ ôîòîíû ìîæåò ðàçäåëÿòü áîëüøîå ðàññòîÿíèå, è ñîãëàñíî ïîñòóëàòàì
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òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè âòîðîé ôîòîí íå ìîã ìãíîâåííî óçíàòü î ïðîèçî-
øåäøåì ñ ïåðâûì ôîòîíîì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ Ýéíøòåéíà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íà ñàìîì äåëå ñîñòîÿíèå îáîèõ ôîòîíîâ áûëî îïðåäåëåíî ñ ñàìîãî íà÷à-
ëà, ïðîñòî ìû íå çíàëè, êàêèì îíî áûëî. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò
íåêèé ñëó÷àéíûé ñêðûòûé ïàðàìåòð, çàðàíåå îïðåäåëÿþùèé ðåçóëüòàòû
èçìåðåíèÿ îáîèõ ôîòîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëèðîâêà ïàðàäîêñà ÝÏÐ
â òðàêòîâêå Áîìà ïðåäëàãàåò â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû êîïåíãàãåíñêîé èí-
òåðïðåòàöèè òåîðèþ ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ, óòâåðæäàþùóþ, ÷òî íåâîçìîæ-
íîñòü ïîëó÷èòü ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ÷àñòèöû � íåäîñòàòîê
íàøèõ çíàíèé î ñèñòåìå, à íå ïðèíöèïèàëüíîå ñâîéñòâî ïðèðîäû.

6.7 Íåðàâåíñòâà Áåëëà

Îïèñàííûé ýêñïåðèìåíò îñòàâàëñÿ óìîçðèòåëüíûì äî 1964 ãîäà, êîãäà Áåëë
ñôîðìóëèðîâàë íåðàâåíñòâà, êîòîðûå âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ â ðàìêàõ òåî-
ðèè ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ, íî íàðóøàþòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Äëÿ âû-
âîäà íåðàâåíñòâà Áåëëà ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ
èçìåðåíèå ïîëÿðèçàöèè äâóõ êîððåëèðîâàííûõ ôîòîíîâ. Êàæäûé èç ôî-
òîíîâ ïîïàäàåò íà ïîëÿðèçàöèîííîå çåðêàëî (â êà÷åñòâå êîòîðîãî îáû÷íî
èñïîëüçóþò ïîëÿðèçàöèîííûå ïðèçìû), êîòîðîå ïðîïóñêàåò ôîòîíû, ïîëÿ-
ðèçàöèÿ êîòîðûõ íàïðàâëåíà âäîëü îñè çåðêàëà, è îòðàæàåò îðòîãîíàëüíî
ïîëÿðèçîâàííûå ôîòîíû. Ôîòîí ñ ïîëÿðèçàöèåé, ñîñòàâëÿþùåé óãîë α ñ
îñüþ çåðêàëà, ïî çàêîíó Ìàëþñà ïðîõîäèò ÷åðåç íåãî ñ âåðîÿòíîñòüþ cos2α
è îòðàæàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ sin2α. Äåòåêòîðû (ïî äâà íà êàæäîå çåðêàëî)
ðåãèñòðèðóþò êàê ïðîøåäøèå, òàê è îòðàæåííûå ôîòîíû. Ïóñòü âåëè÷è-
íà A(α) ðàâíà åäèíèöå, åñëè ïåðâûé ôîòîí ïðîøåë ÷åðåç çåðêàëî, è ìèíóñ
åäèíèöå, åñëè îòðàçèëñÿ. Óãîë α îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå îñè ïîëÿðèçàöè-
îííîãî çåðêàëà. Àíàëîãè÷íî, B(β) = ±1 îïðåäåëÿåò ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ
âòîðîãî ôîòîíà.

A

B

 

Ðèñ. 6.4: Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî ïðîâåðêå
íåðàâåíñòâ Áåëëà.

Î÷åâèäíî, ïðè èçìåðå-
íèè òîëüêî îäíîãî ôîòîíà
âåëè÷èíû A è B ñ îäèíà-
êîâîé âåðîÿòíîñòüþ P (1) =
P (−1) = 1/2 ïðèíèìàþò
îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé, îä-
íàêî ðåçóëüòàò èõ ñîâìåñò-
íîãî èçìåðåíèÿ çàâèñèò îò
ðàçíîñòè óãëîâ ϕ = α −
β. Ïîñêîëüêó ôîòîíû èìå-
þò îðòîãîíàëüíóþ ïîëÿðè-
çàöèþ, òî ïðè ϕ = π/2
çíà÷åíèÿ A è B ïîëíîñòüþ
êîððåëèðóþò, à ïðè ϕ =
0 - àíòèêîððåëèðóþò. Åñëè
ñíà÷àëà èçìåðÿåòñÿ ïåðâûé
ôîòîí, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ìîìåíò åãî èçìåðåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîëÿðèçàöèÿ âòîðîãî ôîòîíà: åñëè ïåðâûé ôîòîí ïðîøåë ÷åðåç
çåðêàëî, òî ïîëÿðèçàöèÿ âòîðîãî ôîòîíà ñòàíîâèòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè
α, à åñëè ïåðâûé îòðàçèëñÿ � òî ïîëÿðèçàöèÿ âòîðîãî ôîòîíà ïàðàëëåëü-
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íà ýòîé îñè. Äàëåå âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ èëè îòðàæåíèÿ âòîðîãî ôî-
òîíà îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó Ìàëþñà óãëîì ìåæäó ïîëÿðèçàöèåé ôîòîíà
α+ π/2 è óãëîì β, îïðåäåëÿþùèì îðèåíòàöèþ âòîðîãî çåðêàëà. Òàêèì
îáðàçîì, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ âåëè÷èí A è B, íàçûâàåìîå êîýô-
ôèöèåíòîì êîððåëÿöèè

E(α, β) = 〈A(α)B(β)〉 = P++(A,B)− P+−(A,B)− P−+(A,B) + P−−(A,B) =

= (sin2ϕ− cos2ϕ− cos2ϕ+ sin2ϕ)/2 = − cos 2ϕ

Äëÿ âûâîäà íåðàâåíñòâà Áåëëà çàïèøåì íàáëþäàåìóþ Áåëëà - êîìáè-
íàöèþ ïðîèçâåäåíèé A è B äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé óãëîâ α è β:

S(α, α′, β, β′) = A(α)B(β)−A(α′)B(β) +A(α)B(β′) +A(α′)B(β′) =

= B(β)[A(α)−A(α′)] +B(β′)[A(α) +A(α′)]

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà A = ±1, òî îäíà èç äâóõ êâàäðàòíûõ ñêîáîê âñå-
ãäà ðàâíà íóëþ, à äðóãàÿ äâîéêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàáëþäàåìàÿ Áåë-
ëà S(α, α′, β, β′) = ±2, à åå ñðåäíåå çíà÷åíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
|〈S(α, α′, β, β′)〉| ≤ 2. Ýòî íåðàâåíñòâî � ñëåäñòâèå òåîðèè ñêðûòûõ ïàðà-
ìåòðîâ, ïîòîìó ÷òî îíî âûâåäåíî â ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè ñîâ-
ìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÷åòûðåõ èçìåðÿåìûõ âåëè-
÷èí P{A(α), A(α′), B(β), B(β′)}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé Áåëëà èìååò âèä êîì-
áèíàöèè êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè 〈S(α, α′, β, β′)〉 = E(α, β) − E(α′, β) +
E(α, β′) +E(α′, β′), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òðåõ óãëîâ ϕ = α−β, χ = β′−α
è θ = α′ − β′ (α′ − β = θ + χ+ ϕ):

〈S(α, α′, β, β′)〉 = cos 2(θ + χ+ ϕ)− cos 2ϕ− cos 2χ− cos 2θ

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàðóøàåò íåðàâåíñòâî Áåë-
ëà, äîñòàòî÷íî âûáðàòü âñå òðè óãëà ðàâíûìè 2ϕ = 2χ = 2θ = γ: 〈S(γ)〉 =
cos 3γ − 3 cos γ. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè sin 3γ = sin γ, ìàêñè-
ìóìàì è ìèíèìóìàì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ γ = π/4 + πn/2 , ïðè êîòîðûõ
〈S(γ)〉 = ±2

√
2.

0 1 2 3 4

-2

0

2

S(γ)

γ/π

Ðèñ. 6.5: Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìîé Áåëëà îò
óãëîâ, ïðè óñëîâèè èõ ðàâåíñòâà: 2ϕ = 2χ =
2θ = γ.

Íà÷èíàÿ ñ 1972 ãîäà íà-
ðóøåíèå íåðàâåíñòâ Áåë-
ëà áûëî íåîäíîêðàòíî çàðå-
ãèñòðèðîâàíî â ðàçëè÷íûõ
ýêñïåðèìåíòàõ. Â ñïðàâåä-
ëèâîñòè êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè è äî ýòîãî íå áûëî îñî-
áûõ ñîìíåíèé, îäíàêî ýêñ-
ïåðèìåíòû ïî íàðóøåíèþ
íåðàâåíñòâ Áåëëà ïîêàçà-
ëè, ÷òî ëþáûå ïîïûòêè èí-
òåðïðåòèðîâàòü åå ïðåäñêà-
çàíèÿ ïðè ïîìîùè òåîðèè
ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ çàðà-
íåå îáðå÷åíû. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ
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ïðåäñòàâëåíèé îáúÿñíèòü íàðóøåíèå íåðàâåíñòâ Áåëëà, íåîáõîäèìî ââåñòè
îäíî èç äâóõ ïðåäïîëîæåíèé: äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèã-
íàëà îò ïåðâîé ÷àñòèöû êî âòîðîé ñî ñêîðîñòüþ áîëüøåé ñêîðîñòè ñâåòà ëè-
áî äîïóñòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ìîæåò ïðèíèìàòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ñ ïåðâûì èç ïðåäïîëîæåíèé ñâÿçàíî òî, ÷òî êâàí-
òîâóþ ìåõàíèêó èíîãäà íàçûâàþò ¾íåëîêàëüíîé¿ òåîðèåé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó íàðóøåíèé íåðàâåíñòâ Áåëëà ìîæíî ñ÷è-
òàòü ôèíàëîì äèñêóññèè Ýéíøòåéíà è Áîðà, ïîäòâåðäèâøèì àäåêâàòíîñòü
êîïåíãàãåíñêîé èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Òåì íå ìåíåå, äèñêóñ-
ñèè îá èíòåðïðåòàöèÿõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè íà ýòîì íå ïðåêðàòèëèñü. Ñóùå-
ñòâóåò àëüòåðíàòèâíàÿ êîïåíãàãåíñêîé ìíîãîìèðîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè, ââåäåííàÿ Ýâåðåòòîì è Äåâèòòîì. Åå ïðåèìóùåñòâîì ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îáîéòèñü áåç ïîñòóëàòà ðåäóêöèè � åãî ìåñòî çàíèìàåò
ïðåäïîëîæåíèå î ìíîæåñòâåííîñòè ìèðîâ è î òîì, ÷òî â ìîìåíò èçìåðåíèÿ
ìû ïðîèçâîäèì âûáîð îäíîãî èç íèõ. Ñóùåñòâóþò òàêæå äàëüíåéøèå ïî-
ïûòêè îáúÿñíèòü íàðóøåíèå íåðàâåíñòâ Áåëëà ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
èëè îáîñíîâàòü íåñîñòîÿòåëüíîñòü ýêñïåðèìåíòîâ ïî èõ ïðîâåðêå. Îäíàêî
ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî íàäåæíîñòü ïðåäñêàçàíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîä-
òâåðæäàåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè è íå çàâèñèò îò òîãî, êàê
èìåííî ìû èíòåðïðåòèðóåì (ò.å. îáúÿñíÿåì ñëîâàìè) êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå
ôîðìóëû.

Äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ñåìè-

íàðñêèõ çàíÿòèé

6.A Êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ

�. . .òåëåïîðòàöèÿ - ýòî ìãíîâåííàÿ òðàíñïîðòèðîâêà êîãî(÷åãî)-
ëèáî â ïðîñòðàíñòâå ïîñðåäñòâîì ïåðåäîâûõ òåõíîëîãèé�

Teleportation is �..apparently instantaneous transportation of persons
etc., across space by advanced technological means�

The Oxford English Dictionary, 2nd edition (Clarendon Press, Oxford, 1989),
vol.XVII, p.730)

Áóäåì ðàçëè÷àòü äâà òåðìèíà: êîïèðîâàíèå íåèçâåñòíîãî êâàíòîâîãî
ñîñòîÿíèÿ è ïåðåäà÷à êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïåðâûé ïðîöåññ çàïðåùåí
ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìîé. Âî âòîðîì - êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå óíè÷òîæàåòñÿ
â îäíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé òî÷êå è ïîÿâëÿåòñÿ â äðóãîé òî÷êå.
Òðèâèàëüíîé ðåàëèçàöèåé åãî ñëóæèò ïåðåäà÷à ñîñòîÿíèÿ ïî êàíàëó ñâÿçè.
Èçîùðåííîé ðåàëèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ òåëåïîðòàöèÿ.

Ïîä ïðîòîêîëîì ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàíèïóëÿöèé,
ïðèâîäÿùèõ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Èòàê, ïðîòîêîë êâàíòîâîé òåëåïîð-
òàöèè ñîäåðæèò ïÿòü îñíîâíûõ ãðóïï îïåðàöèé:

1. Ïðèãîòîâëåíèå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû �1�. Ýòî ñîñòîÿíèå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ äâóõ áàçèñíûõ (áóëåâûõ) ñîñòîÿíèé

|Ψ1〉 = α|01〉+ β|11〉
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ãäå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû α è β ñâÿçàíû óñëîâèåì íîðìèðîâêè |α|2+

|β|2 = 1.

2. Ïðèãîòîâëåíèå ñîñòîÿíèÿ Áåëëà äâóõ ÷àñòèö �2� è �3�. Áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ñèíãëåòíîå ñîñòîÿíèå∣∣∣Ψ(−)

23

〉
= 1√

2
{|02〉|13〉 − |12〉|03〉}.

3. Èçìåðåíèå ñîñòîÿíèé Áåëëà äâóõ ÷àñòèö �1� è �2�. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñîâìåñòíîå ñîñòîÿíèå äâóõ ÷àñòèö �1� è �2� ïðîåêòèðóåòñÿ â áàçèñ ñî-

ñòîÿíèé Áåëëà
∣∣∣Ψ(−)

12

〉
,
∣∣∣Ψ(+)

12

〉
,
∣∣∣Φ(−)

12

〉
,
∣∣∣Φ(+)

12

〉
.

4. Ïåðåäà÷à (ñîîáùåíèå) ðåçóëüòàòà èçìåðåíèé (2 áèòà êëàññè÷åñêîé èí-
ôîðìàöèè) ïî êëàññè÷åñêîìó êàíàëó.

5. Âûïîëíåíèå ÷åòûðåõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä ÷àñòèöåé �3� â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûì ñîîáùåíèåì8.

Òðàäèöèîííî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî òðåòüÿ ãðóïïà îïåðàöèé âûïîëíÿåò-
ñÿ ó÷àñòíèêîì ïðîòîêîëà ñ èìåíåì Àëèñà, à ïÿòàÿ - Áîáîì9.

Âñþ ñõåìó êâàíòîâîé òåëåïîðòàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñòàí-
öèé - ñòàíöèè Àëèñû è ñòàíöèè Áîáà. Ïåðâàÿ èìååò äâà âõîäà è îäèí âûõîä.
Íà ïåðâûé âõîä ïîñòóïàåò ÷àñòèöà �1� â ïðîèçâîëüíîì ñîñòîÿíèè , à íà äðó-
ãîé - ïîëîâèíà ïåðåïóòàííîé ïàðû - ÷àñòèöà �2�. Âûõîä Àëèñû ïîäêëþ÷åí
ê êëàññè÷åñêîìó êàíàëó ñâÿçè, ïî êîòîðîìó ïåðåäàåòñÿ ÷åòûðå âîçìîæíûõ
èñõîäà èçìåðåíèÿ ñîñòîÿíèé Áåëëà10, ò.å. 2 áèòà êëàññè÷åñêîé èíôîðìàöèè.
Ñòàíöèÿ Áîáà òàêæå èìååò äâà âõîäà è îäèí âûõîä. Íà ïåðâûé âõîä ïîñòó-
ïàåò èíôîðìàöèÿ, ïåðåäàííàÿ Àëèñîé ïî êëàññè÷åñêîìó êàíàëó, à íà âòîðîé
- äðóãàÿ ïîëîâèíêà ïåðåïóòàííîé ïàðû - ÷àñòèöà �3�. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ
Áîáîì òðåõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷àñòèöà �3� â ñêîððåêòèðîâàííîì
ñîñòîÿíèè ïîñòóïàåò íà âûõîä. Ïðè ýòîì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñîñòî-
ÿíèå ÷àñòèöû �3� íà âûõîäå ñòàíöèè Áîáà òîæäåñòâåííî (ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
êîïèåé) íåèçâåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû �1� - ïðîòîêîë ÊÒ çàâåðøàåòñÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêè ïðîòîêîë ÊÒ îïèñûâàåòñÿ ïðåäåëüíî ïðîñòî. Ðàññìîò-
ðèì ñîâìåñòíîå ñîñòîÿíèå òðåõ ÷àñòèö äî òîãî, êàê äâå èç íèõ ïîïàëè ê
Àëèñå:

|Ψ123〉 = |Ψ1〉 ⊗ |Ψ23〉 =

= α√
2
{|01〉|02〉|13〉 − |01〉|12〉|03〉}+ β√

2
{|11〉|02〉|13〉 − |11〉|12〉|03〉} .

(6.5)

Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîñòîÿíèé ÷àñòèö ¾1¿ è ¾2¿ òåïåðü âûðàçèì â

òåðìèíàõ ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé Áåëëà
∣∣∣Ψ(−)

12

〉
,
∣∣∣Ψ(+)

12

〉
,
∣∣∣Φ(−)

12

〉
,
∣∣∣Φ(+)

12

〉
:

8Ïÿòàÿ ãðóïïà îïåðàöèé - âûïîëíåíèå óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé - ñ÷èòàåòñÿ òðèâè-
àëüíîé. Â ñëó÷àå ïîëÿðèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé ñâåòà, èñïîëüçîâàííûõ â ýòèõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ, ñîñòîÿò â ïîâîðîòå äâóõ èëè îäíîé ïîëóâîëíîâûõ ïëàñòèí íà ðàçíûå óãëû.

9Èíîãäà ïðèñóòñòâóåò è òðåòèé ó÷àñòíèê - ñ èìåíåì Âèêòîð, ñâåðÿþùèé êîíå÷íîå è
èñõîäíîå ñîñòîÿíèÿ, è áåç èìåíè - �àññèñòåíò�, ïîìîãàþùèé Àëèñå ïðèãîòîâèòü åå ñîñòî-
ÿíèå.

10Ñîñòîÿíèÿ Áåëëà îáðàçóþò ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äëÿ ëþáûõ äâóõ÷à-
ñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé.
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|Ψ123〉 = 1
2 [
∣∣∣Ψ(−)

12

〉
(−α|03〉 − β|13〉) +

∣∣∣Ψ(+)
12

〉
(−α|03〉+ β|13〉) +

+
∣∣∣Φ(−)

12

〉
(β|03〉+ α|13〉) +

∣∣∣Φ(+)
12

〉
(−β|03〉+ α|13〉)].

(6.6)

Âèäíî, ÷òî îáùåå ñîñòîÿíèå òðåõ ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé ÷åòû-
ðåõ ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ôàêòîðèçîâàíî â îòíîøåíèè ñîñòîÿíèÿ
Áåëëà ÷àñòèö �1� è �2� è ñîñòîÿíèÿ òðåòüåé ÷àñòèöû. Âåðîÿòíîñòü èçìåðå-
íèÿ òîãî èëè èíîãî ñîñòîÿíèÿ Áåëëà èç (6.6) ðàâíà 1/4. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñëå èçìåðåíèÿ Àëèñû ÷àñòèöà �3�, íàõîäÿùàÿñÿ â ñòàíöèè Áîáà, îêàæåò-
ñÿ ñïðîåöèðîâàííîé íà îäíî èç ÷åòûðåõ ñîñòîÿíèé, ôèãóðèðóþùèõ â (6.6).
Êàæäîå èç ýòèõ ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû �3� ñâÿçàíî ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ñîñòîÿíèåì èñõîäíîé ÷àñòèöû �1�:

−
∣∣∣Ψ(0)

3

〉
≡ −

(
α
β

)
= −I

(
α
β

)
, − Z

∣∣∣Ψ(1)
3

〉
=

(
−1 0
0 1

)(
−α
β

)
=

(
α
β

)
,

X
∣∣∣Ψ(2)

3

〉
=

(
0 1
1 0

)(
β
α

)
=

(
α
β

)
, − Y

∣∣∣Ψ(3)
3

〉
=

(
0 1
−1 0

)(
−β
α

)
=

(
α
β

)
.

(6.7)
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èâ èíôîðìàöèþ îò Àëèñû, êàêîå èìåííî ñîñòîÿíèå

Áåëëà â äàííûé ìîìåíò îíà èçìåðèëà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4), Áîá äîëæåí âû-
ïîëíèòü ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èâ â èòîãå èñõîäíîå. Ïðè÷åì, â îäíîì èç
÷åòûðåõ ñëó÷àåâ, êàê âèäíî èç (6.7), Áîáó âîîáùå íå íóæíî íè÷åãî äåëàòü
ñî ñâîåé ÷àñòèöåé. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ÊÒ
ïðîèñõîäèò ðàñùåïëåíèå èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ÷àñòèöû �1�. Îäíà ÷àñòü
ýòîé èíôîðìàöèè - ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ Àëèñû ñîâìåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷à-
ñòèö �1� è �2� - ïåðåäàåòñÿ ïî êëàññè÷åñêîìó êàíàëó ñâÿçè. Ïîïðîñòó ãîâîðÿ,
ýòî îäíî èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ çàêîäèðîâàííûõ ñîîáùåíèÿ, íàïðèìåð, â
öâåòå ÷åòûðåõ ëàìï. Êàæäîìó ñîñòîÿíèþ Áåëëà ïðèïèñûâàåòñÿ ëàìïà îïðå-
äåëåííîãî öâåòà, êîòîðàÿ âñïûõèâàåò âñÿêèé ðàç, êîãäà èçìåðÿåòñÿ äàííîå
ñîñòîÿíèå. Áîá, óâèäåâ âñïûøêó îïðåäåëåííîãî öâåòà (èëè ïîëó÷èâ ýòó èí-
ôîðìàöèþ ïî òåëåôîíó) âûïîëíÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå íàä
ñâîåé ÷àñòèöåé �3�, òåì ñàìûì êîððåêòèðóÿ åå ñîñòîÿíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè, ò.å. ñîõðàíÿþùèìè ýíåðãèþ -
÷èñëî ÷àñòèö â ïðîòîêîëå ÊÒ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Äðóãàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè - êâàíòîâàÿ. Îíà çàëîæåíà â ïîëíûõ êîð-
ðåëÿöèÿõ, ñóùåñòâóþùèõ ìåæäó ÷àñòèöàìè �2� è �3�, èíûìè ñëîâàìè, â
ñîñòîÿíèè Áåëëà, êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ âî âòîðîé ãðóïïå îïåðàöèé ïðîòî-
êîëà ÊÒ (ñì. âûøå). Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ýòîãî
ïðîòîêîëà.

1. Ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå òðåáîâàíèå î çàïðåòå êëîíèðîâàíèÿ íåèç-
âåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ âûïîëíÿåòñÿ. Èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, çàïèñàííîå íà
÷àñòèöå �1� óíè÷òîæàåòñÿ â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ ñîâìåñòíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ Áåëëà ÷àñòèö �1� è �2�.

2. Íè Àëèñà, íè Áîá íè÷åãî íå çíàþò îá èñõîäíîì ñîñòîÿíèè, ïîñêîëüêó
âëàäåþò òîëüêî ÷àñòüþ ïîëíîé èíôîðìàöèè - òîé, êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ
ïî êëàññè÷åñêîìó êàíàëó.
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3. Íà âûõîäå ñòàíöèè Áîáà ñîçäàåòñÿ, â ïðèíöèïå, òî÷íàÿ êîïèÿ èñõîä-
íîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè÷åì ñîñòîÿíèå ýòî ïî-ïðåæíåìó íåèçâåñòíîå.

4. Êîïèðîâàíèå ïðîèñõîäèò íå ìãíîâåííî, à, ïî êðàéíåé ìåðå, ñïóñòÿ âðå-
ìÿ, êîòîðîå íóæíî çàòðàòèòü íà ïåðåäà÷ó êëàññè÷åñêîãî ñîîáùåíèÿ îò
Àëèñû ê Áîáó.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè êâàíòîâîé òåëå-
ïîðòàöèè ñ îïòè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè � âûïîëíåíèå èçìåðåíèé ñîñòîÿíèé
Áåëëà. Îêàçûâàåòñÿ (è ýòîò âûâîä ñòðîãî äîêàçûâàåòñÿ â âèäå ò.í. ¾no-
go¿ òåîðåì), ÷òî èçìåðåíèå ñîñòîÿíèé Áåëëà íåëüçÿ âûïîëíèòü, èñïîëüçóÿ
òîëüêî ëèíåéíûå îïåðàöèè. À èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â îï-
òèêå êðàéíå íåýôôåêòèâíî èç-çà ìàëîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê (êâàäðàòè÷íàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü)

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîòîêîë ÊÒ íåîäíîêðàòíî áûë ïðîäåìîíñòðèðî-
âàí â ýêñïåðèìåíòå ñ îïòè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè è äàæå ñ ìàññèâíûìè ÷àñòè-
öàìè. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî äàæå äåìîíñòðàöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñëîæíûå ýêñïåðèìåíòû, âûïîëíÿþùèåñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñàìîé ñîâðå-
ìåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé áàçû. Â ïåðâîé ðàáîòå ïî îïòè÷åñêîé êâàíòîâîé
òåëåïîðòàöèè ðåãèñòðèðóåìûé ñèãíàë áûë òàê ñëàá (íåñêîëüêî îòñ÷åòîâ çà
10 ÷àñîâ), ÷òî íàêîïëåíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà øëî îêîëî ìåñÿöà. Òîëüêî íà
íàñòðîéêó ñõåìû äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé òðåáîâàëàñü íåäåëÿ, â òå÷åíèå
êîòîðîé ïðîâîäèëèñü âñåâîçìîæíûå òåñòû, òàêèå êàê ïðîâåðêà ìàêñèìàëü-
íîãî ïåðåïóòûâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ ÏÑ, âûðàâíèâàíèå îïòè÷åñêèõ ïóòåé ñ
òî÷íîñòüþ äî äîëåé äëèíû âîëíû (äåñÿòêè íàíîìåòðîâ). Â ÷àñòíîñòè, ñõå-
ìà óïîìÿíóòîãî ýêñïåðèìåíòà âêëþ÷àëà íåñêîëüêî èíòåðôåðîìåòðîâ Ìàõà-
Öàíäåðà, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ áûëè âëîæåíû äðóã â äðóãà, à ìàêñè-
ìàëüíàÿ äëèíà ïëå÷à ñîñòàâëÿëà íåñêîëüêî ìåòðîâ. Ýòî èíòåðôåðåíöèîííîå
óñòðîéñòâî êðàéíå ÷óâñòâèòåëüíî ê ëþáûì ìåõàíè÷åñêèì, òåìïåðàòóðíûì
è ïðî÷èì ôëóêòóàöèÿì äëèíû ïëå÷. Êðîìå òîãî, âñå ýëåìåíòû ïðîòîêî-
ëà ÊÒ âûïîëíÿëèñü ïðè ïîìîùè êîðîòêèõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ, êîòîðûå
ïîçâîëÿëè âíîñèòü ñèíõðîíèçàöèþ â ñàì ïðîòîêîë, è êîòîðûå ïðèõîäèëîñü
ñîâìåùàòü íà áîëüøîé áàçå (ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåííàÿ äëèòåëüíîñòü èì-
ïóëüñà ñîñòàâëÿëà íåñêîëüêî ìèêðîìåòðîâ). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, íàñêîëüêî
êðèòè÷íû îêàçûâàëèñü ëþáûå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ.
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