
W09  АВТОВОЛНЫ. ВОЛНА ПЕРЕБРОСА 

 

§ 01  Возникновение автоволновых решений 

  Рассмотрим еще один механизм формирования устойчивых решений нели-

нейных волновых уравнений – возникновение автоволн. Хотя автоволновые 

решения могут возникать в различных системах, наиболее изучены автоволны, 

возникающие в диффузионно-реактивных системах (например, в реакции Бе-

лоусова-Жаботинского). Классической моделью, описывающей распростране-

ние автоколебательных решений в пространстве за счет диффузии, является 

брюсселятор, называющийся также тримолекулярной моделью химической ре-

акции: 
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Концентрации веществ X  и Y  описываются системой дифференциальных 

уравнений 
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где 1d  и 2d  коэффициенты пространственной диффузии веществ X  и Y . 

  I.Prigogine, R.Lefever, “Symmetry breaking instabilities in dissipative systems II”, 

J.Chem.Phys., 48, 1695-1700 (1968). 

  Как известно, в сосредоточенном случае неподвижная точка брюсселятора 

x a , y b a  теряет устойчивость при 21b a  . Лианеризуем уравнения (2) 

относительно малых возмущений вблизи неподвижной точки в одномерном 

случае u x a  , v y b a  : 
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Предполагая, что u  и v  имеют вид растущего со временем гармонического 

возбуждения , t ikxu v e ∼ , получаем дисперсионное соотношение 

  2 2 2 2
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Анализ этого соотношения показывает, что распределенная модель брюсселя-

тора теряет устойчивость  Re 0   при нарушении любого из следующих не-

равенств: 
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где nk  – значение волнового вектора, определяющееся граничными условиями. 

При нарушении первого из неравенств Im 0  , поэтому возникают неподвиж-

ные диссипативные структуры, при нарушении второго Im  отлично от нуля, 

поэтому возникают бегущие автоволны. Чаще реализуется второй вариант, ко-

торый в двумерном случае приводит к появлению спиральных волн концентра-

ций.  

 

§ 02  Волна переброса 

  Для простоты процесс возникновения автоволн в этой модели можно разде-

лить на две части – возникновение автоколебаний в различных точках про-

странства и распространение фронтов перепадов концентрации от одной точки 

к другой за счет диффузии. Первая из задач – возникновение предельных цик-

лов – была рассмотрена в курсе теории колебаний, а вторую – распространение 

одного отдельно взятого фронта – можно изучать на примере еще более про-

стой модели, рассмотренной в 1937 г. Колмогоровым, Петровским и Пискуно-

вым, описывающей так называемую “волну переброса”. 
  А.Н.Колмогоров, И.Г.Петровский, Н.С.Пискунов, “Исследование уравнения диффузии, 

соединенной с возрастанием количества вещества, и его применение к одной биологической 

проблеме”, Бюллетень МГУ, 1, в.6 (1937) 

  Рассмотрим эволюцию произвольного начального возмущения в нелиней-

ной диффундирующей среде, описывающуюся уравнением параболического 

типа 

 t xx F           (6) 

с граничными условиями 
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где нелинейная функция  F   описывает переключение между двумя ста-

бильными состояниями вещества и удовлетворяет следующим условиям: 
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  Решением поставленной задачи будет являться бегущая волна 

   ,x t y x Vt   , где функция  y x  - решение обыкновенного дифференци-

ального уравнения 

  0y Vy F y    ,     (8) 

удовлетворяющее все тем же граничным условиям, а скорость V  - произволь-

на. Однако оказывается, что устойчивым является решение уравнения (8), со-

ответствующее определенной скорости распространения возмущения, причем 

эта скорость всегда больше критического значения 2cV  . Именно этим и объ-

ясняется возникновение автоволновых решений: распространение возмущений 

между областями максимума и минимума концентрации того или иного хими-



Прудковский П.А. Теория нелинейных волн. W09 Автоволны. Волна переброса  3 

ческого вещества в модели брюсселятора происходит за счет движения волны 

переброса концентрации одной и той же формы с неизменной скоростью. 

  Для доказательства этого утверждения введем новую переменную f y , 

преобразовав уравнение (8) к уравнению фазовых траекторий 

    0f df dy V F y   .    (9) 

Значение скорости и константа интегрирования этого уравнения первого по-

рядка C  определяются двумя граничными условиями  0, , 0f V C   и 

 1, , 0f V C  , вытекающими из граничных условий (7). Легко заметить, что 

если функция  F y  - полином нечетного порядка 2 1n k  , то решением 

уравнения (9) будет полином k -го порядка. 

  Найдем сначала поведение функции  f y  вблизи нуля. В этом случае мож-

но считать  F y y  и искать решение в виде  f y ay b  . Подставляя его в 

уравнение (9) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях y , по-

лучаем 0b   и 1V a a  . Решение уравнения при этом имеет вид 

 f y dy dx ay  , откуда получаем закон убывания функции  ,x t  на минус 

бесконечности: 

      , expx t y x Vt a x Vt   ∼ . 

В случае 2V   значение параметра a  - комплексное. Особая точка 0y  , 0f   

меняет свой характер при прохождении скорости значения 2V  :  

0 2 - ;

2 - .

V неустойчивый фокус

V неустойчивый узел
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


 

Именно с этим связано то, что величина скорости не может быть меньше кри-

тического значения 2cV  . 

  Рассмотрим теперь в качестве примера распространение волны переброса в 

системе с    21F y y y  . Подставляя в (9) решение в виде полинома второй 

степени, получаем 3 2 cV V   и 

   1 2f y dy dx y y   .    (10) 

Отсюда находим вид волны переброса 
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1

, 1 exp 2 3 2x t x t
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.   (11) 

 

§ 03  Распространение пламени. Неустойчивость Дарье-Ландау 

  Еще один возможный вариант волны переброса – это фронт пламени, разде-

ляющий область с исходными веществами и область, содержащую продукты 

горения. Если первоначальная температура исходной среды меньше темпера-

туры горения, то объемное возгорание невозможно. Энергия, выделяющаяся на 



4  Прудковский П.А. Теория нелинейных волн. W09 Автоволны. Волна переброса 

фронте горения, будет расходоваться на нагрев прилегающих слоев исходной 

среды до температуры горения, поэтому фронт будет продолжать оставаться 

тонким.  

  В зависимости от способа передачи этой энергии разделяют два механизма 

распространения пламени – сверхзвуковой и медленный дозвуковой. В сверх-

звуковом случае нагревание среды происходит в результате ее резкого сжатия 

при прохождении ударной волны, т.е. в этом случае фронт пламени привязан к 

гидродинамическому типу разрыва, который был изучен ранее. А вот в обрат-

ном случае медленного распространения пламени передача энергии происхо-

дит благодаря теплопередаче и диффузии. В этом случае его можно рассматри-

вать как волну переброса в параболическом уравнении с нелинейным членом в 

модели Колмогорова, Петровского и Пискунова. Если же рассматривать его как 

поверхность разрыва, то граничные условия на фронте пламени должны пред-

ставлять собой законы постоянства потоков массы, импульса и энергии. Одна-

ко в отличие от гидродинамических разрывов в последнем из них должна быть 

учтена энергия Q , выделяющаяся в результате горения: 
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  (12) 

Эти граничные условия означают, что возможные со-

стояния продуктов горения лежат на адиабате Гюгонио, 

хотя начальная точка ей не принадлежит (рис.W09.A). 

Направления изменения термодинамических величин в 

этом случае отличаются от случая ударной волны: в ре-

зультате горения температура среды резко возрастает, 

что приводит к сильному расширению газа, т.е. к 

уменьшению плотности и давления. 
  Я.Б.Зельдович, Г.И.Баренблатт, В.Б.Либрович, Г.М.Махвила-

дзе «Математическая теория горения и взрыва», М:Наука (1980) 

 
Рис.W09.A. Начальное 

состояние газа A  и 

адиабата Гюгонио, на 

которой лежат воз-

можные состояния 

продуктов горения газа 

 

  Учитывая, что скорость 1V  движения фронта пламени в этом случае много 

меньше скорости звука  1 1M ≪ , можно с точностью до квадратичных по чис-

лу Маха членов приближенно считать газ несжимаемым, тогда граничные ус-

ловия (12) можно использовать в упрощенном виде 1 1 2 2z zV V   , 1 2p p  (не 

забывая также о равенстве тангенциальных скоростей 1 2V V  ). Используем 

эти условия для анализа устойчивости фронта горения. Эта задача была решена 

французским ученым Ж.Дарье в 1938 году и независимо – Л.Д.Ландау в 1944. 
  G.Darrieus «Propagation d’un front de flame», unpublished work presented in Paris: La Tech-

nique Moderne (1938) and Le Congrès de Méchanique Appliquée (1945) 

  Л.Д.Ландау «К теории медленного горения», ЖЭТФ, 14, 240-244 (1944) 

  Как и раньше, в случае несжимаемого газа можно ограничиться уравнения-

ми непрерывности и Эйлера. Для слабых отклонений от средних значений, как 

и в случае с анализом устойчивости тангенциального разрыва, можно записать  
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iV  в этом случае - отличные от нуля с обеих сторон от фронта пламени посто-

янные скорости движения фронта пламени и утекания от него продуктов горе-

ния. Как и раньше, применяя операцию дивергенции к уравнению Эйлера, для 

экспоненциального решения  expip a t ikx z       получаем связь между 

инкрементом затухания и волновым вектором k  
1 2 = - . Для двух компонент 

скорости тогда получаем уравнения 
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∓

   (14) 

В решении этой системы следует учесть не только частное решение неодно-

родных уравнений, но и решение однородных уравнений: 
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  (15) 

Неустойчивые решения соответствуют значениям Re 0  . Для того, чтоб при 

этом возмущения вдали от пламени отсутствовали, нужно приравнять нулю 

амплитуды однородных решений в исходной среде 1 1 0b c  . Эти же амплиту-

ды в продуктах горения связаны уравнением непрерывности 2 2 2c b ikV  . 

  Теперь необходимо учесть возмущение самого фронта пламени 

 ,
t ikxz t de   , и связать неизвестные амплитуды 1a , 2a , b  и d  при помощи 

граничных условий: 1 2p p   , 1 2z z tV V     , 1 1 2 2x x x xV V V V       . Если 

учесть, что 1 2 2 1 1V V      , то для безразмерного инкремента 1kV  =  

получаем уравнение 

 
2 1

0
1 1

 
    

    
2 .    (16) 

Отсюда получаем два значения инкремента 
2

1 1
1

1

kV          
    

. Легко 

видеть, что для одного из них Re 0  . Таким образом, фронт пламени оказы-

вается абсолютно неустойчивым, причем быстрее всего должны расти возму-

щения с большими k , т.е. с малыми длинами волн. Этот вывод противоречит 

экспериментам с пламенами. 



  При анализе причин расхождения теории и 

эксперимента в первую очередь следует обратить 

внимание на то, что как раз для малых длин волн, 

сравнимых с шириной фронта пламени, модель, в 

которой эта ширина считается бесконечно малой, 

очевидно, неприменима. Учет конечной ширины 

фронта пламени может привести к модификации 

граничных условий. Такая модификация была 

предложена Маркштейном в 1951 году – он пред-

ложил учитывать зависимость скорости пламени 

от кривизны фронта: 

 0 1i i xxV V     (17) 

 
Рис.W09.B. Зависимость ин-

кремента нарастания возму-

щений от безразмерного вол-

нового числа для различных 

коэффициентов Маркштейна: 

0   (1), 0   (2), 0   (3). 

Это приводит к модификации граничных условий для нормальных компонент 

скорости и для давления – по сути, введение коэффициента Маркштейна экви-

валентно введению эффективного поверхностного натяжения фронта пламени. 

В этом случае зависимость  k  оказывается более сложной – см. рис.W09.B. 

Максимум инкремента нарастания теперь соответствует конечной длине волны 

возмущения. В экспериментах Маркштейн наблюдал разбиение пламени на от-

дельные ячейки, размер которых позволил ему оценить величину коэффициен-

та  . 

  G.H.Markstein «Experimental and theoretical studies of flame front stability», J.Aeronaut.Sci., 

18, 199-220 (1951) 

 


