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Симметрия кристаллов, часть 1

����� ��	
����
��� , ��
�������� ��	���� �

�����	��

����	��
��	�� �	����� , ������� �
���, � ������� ����-

��	�� �
�	������ 
����� ���
���� �������!�		�� (�������!��-

���) ������
	����		�� ���������, ��������������� �����
���-

!������ ������	�� �������� ���
.

"�#���
 $�
�é — �������	
� �������	���� ��!�� (����� ��#��-

��) � �
����-������
�� :

(4.1)

���  ���	��
�� ���������	�� ����!����		�� �	
!�	��:

, ,  — ����� ��� ���-

���
, 	� ���
��� � ��	�� ��������� � 	
���
���� ������
��

��	��	�� ��
	������.

R0

Un R� �

Rn

Rn n1a1 n2a2 n3a3+ +=

n1 2 3� �

n1 2 3� � 0 1 2 ������= n n1 n2 n3� �� �	 a1 2 3� �

������� ���	�

������ ���	
�����
�������
��������� 

�
��
�

a2

a1

�������	
 ��
�������	

������	 ��	��

Симметрия кристаллов, часть 12
%�������	�� �����	�
�	�� �!����� ��#���� $�
�� 	
���
����

���
��� ������
	���
, ������� ���	� �
���	��� ��� ������
	-

���� ��� ��������� � �����������, ���� �������	��� �� ��
	�-

������ (�. �. �
�
�����	�� ����	��
�) 	
 ��� ������	�� �����-

�� ��#���� . %�������	
� �����	�
�	
� �!���
 �����

��	��
��	�� ��&�� � �������� ���	 ���� ��#����.

'����	�� �����	�
�	�� �!����� 	
���
���� ���
���, �����
�

�
���	��� ������
	���� ��� ���������� � ����������� ���

��
	��� ���� 	
 �������, ���
������ 	�������� ����	�������

�� �������	���� �������� .

*�� �
		�� ��#���� $�
�� ����� �����	�
�	�� �!���� (� �. !. �

��������	��), �
� � �������� ��	��	�� ��
	������, 	���	��	
-

!�	. / !
��	����, ��������	�� �����	�
�	�� �!����� ��������

�
�
����������, �������		�� 	
 ������
� ,  � . %��

�
��� ������, ��	
��, �����	�
�	
� �!���
 ����� ����� �����

	����� ���������, !�� ��#���
 � �����.

Rn
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a1 a2 a3


����
���
�� ������

��������	���
�� �����	
�������� �
������ ��	�
�
���

� �������	���� 
�����:


����� 1 � 2— �����������,

����	 3 — �
����	
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 �����������
�������	���� 
������

a2

a1

a3



Симметрия кристаллов, часть 13
���������, ����
�
���� � ���	�� ���������� ��#����,

����� (��������	
�) �����	�
�	
� �!���
 /��	��
-5����
:

���
��� ������
	���
, ��� ��!�� ������� �
�������	� �

�
		��� ���� ��#���� �����, !�� � ������ ������� ����

(!
��	�� ���!
� �	�����
		��
 /���	���).

%������	�� �!���� /��	��
-5����
:

1) ����
� ����� �� ����� ��#����, �����	��� ���

������
�� �� ����� ���
��	��� ���
��;

2) ������ ���������, �����	�������	�� � ���� ��-

����
� � ���������� !���� �� ������	�;

3) �����
�� 	
���	�#�� �	�����
		��, ���
	�!�	-

	�� �������		��� ����������� � ������
���

����
		�� ���� ��#����.


����
���
�� ������
���
���–������

��
������� �������	���� 
�����
������	–�����	 ��
 ��
���������

������� �	 ���
��
��;

��	���� �	���
����	���� � ��
�������
��	���	��

 
�	��������� ���������

��
�� �����, �	
����!����� ������ �� ���	,
����	����� � �	��
��� �����	 
�����

Симметрия кристаллов, часть 14
��������� ���
��	��� �����	�!	��� �����
��
 ���	� ����
��,

�
�
�
� ��#���� $�
�� � �
��� — �������	���� �������� ,

�
�
����������� �
�������	�� 
����� �	���� �����	�
�	��

�!���� (�	���� 	������� 
���� � �����	�
�	�� �!����). /

���!
�, ����
 �����
�� ���
���
	 
	�������	��� �������
��,

� �
���, ������ �
����-�������� ������� , ����	� ����

����!�	� �
�
����� (���� �������
), ������������ ���-

���
	����		�� ����	�
��� �������. 

6����
���!���
� ��������
 — ��� ��#���
 $�
�� � �
�����.

6����
���!����� ��������� ���	� �
��� ������
���� ���� �
�

	�������� �����		�� ��	�������	� ���� ����
 ��#���� $�
��,

����!
������ �� �����	�� ��#���� ��
	�������� 	
 ���

������	�� ������� �
���
; � ���
� ��#����, �����		�� 	


������ , �
�������	� 
����, �
	������
		�� �	������ .
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�������	
	��	�	


�������	

���"��	 ����	

(�������� ���	���)

��������� ������� �����:

���
�	
 ������
�	
 ������	

 ������������ �	��
�
�� ���������
 Cs+ � ����	 Cl-

��������� ������� 
�����:

��	�����������	��	
 ������
�	
 ������	

 ������������ �	��
��
�� ����� ����
 Na+ � ����	 Cl–

��������� ������:

��	�����������	��	
 ������
�	
 ������	

 ������������ �	��
��
�� 	����� �������	 C

��������� �������� ��
��
(��
��	�� ����
��):

��	�����������	��	
 ������
�	
 ������	

 ������������ �	��
��
�� ����� ����	 Zn2+ � 
��� S2–

r1 0=
r2

a
2
--- ex ey ez+ +� �={�	��


— ��������� ����ex y z� �

r1 0=
r2

a
4
--- ex ey ez+ +� �={�	��


— ��������� ����ex y z� �

4 ���!	����

�
��	 —
� ������	�
�����
��� 



Симметрия кристаллов, часть 15
%�����
���
	���� ��������� ��&���
 	
���
���� ������
	-
����		�� ��������	��, ������
���� ��� � �
��� �����.
%�����
���
	���� ��������� ��#���� $�
�� ��������, �
!
��	����, ��
	������ (�
�
�����	�� ����	���) 	
 �������
���� ��#���� .

%�����
���
	��, ���
������� 	�������	�� ���� �� ��	� ��!��,
	
���
���� ��!�!	���. 8�!�!	��� ������
���
	���� ��������:

• ������� ������ ��� 	
 ���� ,
• ����
��	�� ���
��	��  � 	�������� ���������,


 �
��� �����	
��� ��������� � ���
��	��, � !
��	����:

• ������
���
	��  — ������� 	
 ����  � �����-
������ ���
��	��� � ���������, �����	�������	�� ���
�������
, 

• ������
���
	�� �	������ .

"�#���� $�
�� ����� ����� ��� ��������� ��#� 2-��, 3-��,
4-�� � 6-�� ��������.

Tn
Rn

Cm � 2�
m------=




Sm � 2�
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���������	�
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�������
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����	�����
���	!����

�����
�
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2�
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B Cm A� �= B 
 A� �=

B S2 A� � IO A� �	=B 
 Cm A� �� �
= Cm 
 A� �� � Sm A� �	

= =

�
�� ������� Cm 
��
��

 ������	���	����

��������, �� �����
�, ��� 
�
���	 �����

�
� 
�������� m-�� ���
��	
�
�� ������	���	���� 
�������� 
��
��

 Sm,

�� 
�
���	 ����� ����	����-���������# �
�
m-�� ���
��	

��� �����
�� �
�	��

 �������!���
����
�����	
 ����	 — ����� �����
�� O,

�	���
-������ r (� 
�
���� �������	�

 �	�	��� � ����� O) ��������� �  – r

�
�� Sm 
��
��

 ������	���	����

��������, �� ������� � ���	!����

�� ��������
��  ����� � �� ����
������	���	��
�� 
��������

������:
����	����-��������	
 �
� 4-�� ���
��	

� 
�������	� 	��	�	 � �������� ���	���

Симметрия кристаллов, часть 16
%�����
���
	�� ��������� ���
���� ������ ���������, ����

�����	�	� !����� 
������:

(1) 	
 �	������� �����	���, ���
������ ������ (� �
		��

���!
� ��� �������	���� ������
���
	�� ���������)

��������	
 ����
��� ��	���	��: �
���� �
�� �����	���

� ��
����� � ������������ 	�������� ������	�  ����

�� �	������
, ���	����� ���������	���  � :  

(� ���������	�� �
��	 ������� ���	��������, �������-

��, ������ ������, );

(2) ��� ����� �����	��� , � (
�����
-

���	���� ��	���	��);

(3) ���������� ���	�!	�� �����	� (���������		�� ������
-

���
	��) : ��� ������ �����	�
 ;

(4) ��� ������ �����	�
  ���������� ���	
����
��� ����

�� �	������� ���
�	�� �����	�  �
���, !��

.

f g h

f g h fg=

fg gf�

fg� �h f gh� �= f g h

e ef fe f= = f

f

f 1–

f 1– f f f 1– e= =

�����! ���������

���������	
����	��
 ����!���


����!����
	

���	�����


�$�
�����
��������� �������


�$�
�����
���	���� �������



Симметрия кристаллов, часть 17
>����
 	
���
���� ��	�!	��, ���� �������� ��	�!	�� !����

�����	��� (��� !���� 	
���
���� �������� ������), � ���-

��	�!	�� — � ������	�� ���!
�.

>����
 	
���
���� ������
���	��, ��� 
�������, ���� ����
���

��	���	�� ������
���	
, �. �.  ��� ����� �����	���

������ � . %
�
�����	�� ����	��� 	
 ��� ������	�� ���-

���� ��#���� $�
�� , �.�. ������
���
	�� ��
	������ ,

����������, � ������������ � 
������� (4.1), 	�������� ����-

��� �������� ��	��	�� ��
	������ ,  � , ���
����

�����	�!	�� 
������ ������.

8�!�!	�� 	
���
���� ��	�!	
� �����
 ���������, ����!
��
�

������ ��!�!	�� ������
���
	��.

%�����
	����		�� 	
���
���� �����
 ���������, ����!
��
�

��!�!	�� ������
���
	�� � ��
	������.

fg gf=

f g

Rn Tn

a1 a2 a3

�����! ���������
������	
 � ��
������	
 ������

	�����	 �����	

������	
 �����	

���
��	�
�����	
 �����	

Симметрия кристаллов, часть 18
*�� ��#���� $�
�� ������� 7 ��!�!	�� ����� ���������,
������� ������������� 7 �����
���!����� ������ (��	��-
	��), � 14 ������
	����		�� ����� (��. 	���).

*�� �����
���!����� �������� (�. �. ��� ��#���� $�
�� �
�
����� ���������	�� ���������) ������� 32 ��!�!	��
������, ������� ������������� 32 �����
���!����� ��
��
,
� 230 ������
	����		�� �����.

'���	� ��
���
������
�� ��#���� $�
��, �����
� �����	-
�
�	�� �!���� (������ ������, �����	��) � ���� 	
���	�#���
�
�
����������
, ������� (
) �������	 	
 ������
�, ��������-
�� ��	��	��� �����	
����� �������� ��	��	�� ��
	������ [�
� ��� ���#�	
� �
�������	� ���� ��#����] � (�) ���
�
��
���	�� ��!�!	�� ���������� ��#����.

@���	
!�� ���	� ����� � ���� ����� ����
�� �����
�
�
����������
 ����������		� , ,  � , , . 6����
���-
!���
� ������
 (�. �. ��!�!	
� �����
 ���������) ������������
����	�#�	���� �����  , ,  � , , .

a b c � � �

a b c � � �

�������������
������� ���	�

a

c

b

� �

�

7 � 14

32 � 230



Симметрия кристаллов, часть 19
6
���� �����
���!����� ������� ���	
����
� �� ��	��� ��

!������ ����� ��#����, �
���!
������ ������ ������
	-

����		��� �����
�� ���������. B���� ���
�� ��#����

��������:

(1) �����
� [%] ��#���
: ���� �
�������	� � ���#�	
�
�
�
����������
, ����
		��� � �
!����� �����	�
�	��
�!����;

(2) ��&��	���	������
		
� [@C]: ���� �
�������	� � ���-
#�	
� �
�
����������
 � � ��� ��	��� (�. �. � ��!�� ����-
��!�	�� ��� ��&��	�� ��
��	
���);

(3) ��
	���	������
		
� [>C]: ���� �
�������	� � ���#�-
	
� �
�
����������
 � � ��	��
� ��� ��
	�� (�. �. � ��!�
�
������!�	�� ��
��	
��� ��������������� �
�
�����-
��
����);

(4) �
����	������
		
� [$C]: ���� �
�������	� � ���#�	
�
�
�
����������
 � � ��	��
� ���� ��� ������������	��
��
	��.

�������������
������� ���	�

1� �

2� �

3� �

4� �

�

��

��
�

� 
��

��
��

�	
��

�
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�
��
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Симметрия кристаллов, часть 110
���������� �������
a b c �� � � 90�= = = = =

" #$ %$

#$"

�������
���
�� �������
a b b� c ��� � � 90�= = = =

�������������
������� ���	�

����������

�������
���
��

�����������

��
����

��

������

��

���
�	�����
��� 
�
����
(
�������)

�����
���
��

�������
���
��



Симметрия кристаллов, часть 111
�������
���
�� �������
a b b� c ��� � � 90�= = = =

" #$ %$�$

" #$

�������������
������� ���	�

����������

�������
���
��

�����������

��
����

��

������

��

�����
���
��

�������
���
��

���
�	�����
��� 
�
����
(
�������)

����������� �������
a b b c c a ������� � � 90�= = =

Симметрия кристаллов, часть 112
����������� �������

a b b c c a ������� � � 90�= = =

" #$ %$�$

" �$

��
����

�� �������
a b b c c a ������� � 90� � 90���= =

�������������
������� ���	�

����������

�������
���
��

�����������

��
����

��

������

��

�����
���
��

�������
���
��

���
�	�����
��� 
�
����
(
�������)



Симметрия кристаллов, часть 113
��
����

�� �������

a b b c c a ������� � 90� � 90���= =

" �$

"

������

�� �������
a b b c c a ������ � � � � ������ �

�������������
������� ���	�

����������

�������
���
��

�����������

��
����

��

������

��

�����
���
��

�������
���
��

���
�	�����
��� 
�
����
(
�������)

Симметрия кристаллов, часть 114
�����
���
�� �������
a b c �� � � 90��= = = =

"

"

���������� �������
a b c �� � � 90�= = = = =

" #$ %$

#$"

�������
���
�� �������
a b b� c ��� � 90� �� 120�= = = =

�������
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